5-11‘!1.

3.1.2.
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BAB III
INTEGRAL

‘:FUNGSI SEDERHANA DAN INTEGRALNYA.

Semesta pembicaraan adalazh ruang ukuran (X,Svu)L

Definisi.
‘Suatu fungsi bernilai riil adalah sederhana,
‘Jika hanya mempunyai suatu nilai-nilai yang banyaknya

berhingga.

V.Suatu fungsi sederhana dapat ukur , didefinisikan

n

dengan . q - .m a. XEI ) ) Ill...'(_-ﬁll.ll)l

=1 7 %
dengan ajiiR, J = 1,2,3, «eu n
dan XE. merupakan fungsi karakteristik dari sﬁatu_
himpunan Ej pada G-aljabar S. ‘
dengan XE = 1’ X ‘E .E-, j = 1,2’3’ eve lls
3 J
0, x 9EEJ., J = 1,2,3, ee. n.

H

Jika ay, ay, 8sy +¢v a, adalah nilaiunilgi dari ¢

yang berlainan dan jika Ej = {xex /g = a; }>

J
j - 1,2,3, tes N :

J = 1,2, «.s n maka E, adalah himpunan saling asing

dan X = L 'Ej,
Karena aj berlainan dan Ej saling asing, j = 1,2, .. n
sehingga { adalah suatu pernyataan Standard Karakteristik

Tunggal.

De E. . . . .
Diberikan {€ M'(X,S) adalah fungsi sederhana.
Dengan menggunakan pernyataan-(B;l.l.),~didefinisikan
Iintegral q terhadap M adalah bilahgan riil yang diperluas.
n
d = ] : . EERER] -.1.2. .
jq) u ﬁa‘} ./u(Eg) .(5 2. )
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dengan aj} 0,:3' = 1,2, vee n
dan M(Ej) >( O, j - l,a’ es s Ia

“Dalam bentuk (3.1.2.) tercakup perjanjian bahwa

- ' Sehingga integral dari fungsi yang identik nol adalah

sama dengan nol, tanpa memandang ruang mempunhyal ukuran

berhingga atau tak hingga.

- 1, 0 £x < 4
‘Diketahui : Q(x)

3, L& x42
‘Ditanyakan fcp(x) du(x) .

2 .
';PenyeleSaian . ((x) du(x) = ;Ei 25 jﬁ(Ej)»

= 8y M) +oay p(E,)
S1(1-0)+3 (2~ 1)

= 1.1 + 3,1

= N
= 4
_ . | G
. ‘ 1, 0 x {3
Diketahui  : { (x)
| by 34 %45
Ditanyakan :'f (¢(x) du(x).

. , | N
Penyelesaian :.! g(x) du(x) = ;Ei éj/u(Ej)

=ap M(Bp) + ay M(E,)
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=1(3-0)+4 (5-3)
= 1.5+ L . 2

= - 3 + 8
= 11 o
5, 0¢4xg1
‘Diketahui : Q(x) 3, 24 x¢&4
1, 4 {x g5
bitanyakan : J Cf(x) dm(x) .
_ 3 | .
Penyelesalan : .r G(x) du(x) = 'E:l a )\J(Ej)
. J:

[t}

2y M(Ep) + ap M(Ey) + az p(E;)
2 (L=-0)+3 (4 -2)1(5-4)
2., 1+ 3.2+ 1.1

i

2 + 6 + 1

3,2, SIFAT-SIFAT DASAR DARI INTEGRAL. .

Semesta Pembicaraan adalah ruang ukuran (X,S,M).

3.2.1. Lgmma.

. dika (pdan.ufmasing—masing fungsi sederhana dalam.
M'(X,8) dan ¢ » O, maka :

a. J ¢ ¢ dm = ¢ ftp,dp.
be [ (q+¥) ap=Jq au+[v .

H-

Bukti :
a. Diberikan {§ fungsi sederhana dalam Mt (x,s) dan © » O.
Jika ¢ = 0, maka Jcq du=f 0 du =0

(mnr pernyataan 3,1.2.).
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dan ¢ fg am=0 g qu=0
Sehingga fc(p d,u‘= 0=c /g dM.

. Jika ¢ » 0, dan jika { merupakan pernyataan standard,

G- £
= e @ Xn
j=1 I By S
haka ¢ = c a; X
q j=1 J 7By
Sehingga F q dm = gzi ¢ a ﬁ;(Ej)
n
= C f(r dme

(mnr pernyataan 3.1.2.).
Terbukti bahwa [ct du=c [§ du.

Diverikan E; = { x € X / @(x) = a; }, dengan a; 3 0,

J=1,243, v+o. n, maka Ej himpunan-himpunan saling

asing dan X = W E., j = 1,2, oss 1.

j’
Dan F = { x € X /Y(x) = b, }, dengan by 2 O,

k = 1,2,3, .4« n, maka Fk himpunan-himpunan saling
asing dan X = W F,, k = 1,2, voo m.

= E- n Fk.’ h - 1,2, s e P’

Misalkan Gh i

j =l,‘2’ s Il, kzl’a’ eoe [,

Sehingga X J Gh : s = 1,2, eee P
U u (Ej It Fk), j=1,2, aue n,

;.k=l,2’ ense Ia

Karena q dan’ﬂimasing-masing fungsi sederhana dalan
M+(X,S), sehingga @ dan Y masing-masing merupakan
pernyataan standard,

n S :
= & a. X = £3b, X
q j=1 3 "By’ ¥ kel & T

n " om ‘
maka Q+1P= JZ:..; ay XEJ‘ + }5 b XFL«:
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£ 3= (a )
= Y. *. La, + b X
jel k=1 9 KT TEyIOR,
(mnr Lemma 2.2.3.¢.)...(1).
| Misalkan aj + bk = ¢, dan Ej 1§ Fo= G, h = 1,2, ses Do
Karena persamaan (I) menjadi :

CP’ +1P=

=
I kel
iy
[¢]
=
]
[ep]

P
Sehingga f(f-P“P) aM = }::l ¢ MGL)

p : .
= P ‘_i:-‘ch /(_,{(Gh)

h=l (n)
n oom
= B £ (ay ¢ b)) M(ETIR)
j=1 k=1 |
n  m -
5= : 5= b M(BE.IF,)
+ . . 44 .
j=1 k=1 i MEE T
R
= . E.
J=1 é:] k=lp JTk
m n -
v b T4 MESRF)

k=1 j=1
n | l‘ Wi

m ' - '

(mnr Definisi Ukuran 2.4.1.)

il
. '

Hr1b
}-J

aj M(E;TTX)

M=

by MOXTIE)

[
i}
b

n m
= :EL gj N(Ej) + 13:51 b, ,u(Fk)

. fﬁrdn_+ [y am.

(mnr Definisi 3.1.2.).
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5'5.1.: : -
Jika f € M'(X,5), maka didefinisikan

55
Terbukti bahwa [ (G+¥) du= [§ au+ [y am

INTEGRAL ‘DARI FUNGSI SEBARANG. | .

Penyelesaian : fcpdy

Semesta pembicaraan adaluah ruang ukuran (X,Squ).

Definisi.

Integral f terhadap m adalah bilangan riil yang di-

perluzs.

’ If dlu:SU.P Iq dMC ......-o(3-5.1.a.).

“dengan suprimum diperluas pada semua fungsi sederhana

dalam M (X,8) yang memenuhi O § (Kx) § £(¥), ¥ x & X.

Jika £ € M'(X,8) dan B € S, maka Xy £ € M*(X,S) dan |

didefinisikan Integral f vada E ierhadap/u adalah

bilangan riil yang diperluas.

&fdﬂ: fXEfd"l :".nn-..(BQBllﬂbﬂ)O
.Contoh.
2, x €5 [0,1)
Diketahui : g(x) | ‘k f
3, x€E,[1,21
Ditanyakan : [ £ dp= sup f g du. '

I

é 3y ME;)

a; M(E;) + a, ;M(EZ)
2 (1L -0)+3(2-1)
2.1 +3.,1
2+ 3

i

il

sup [ ¢ dm
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Ja:di' St dM = sup fcy dp =

Contoh.
Diketahui : f(x) =1,
Ditanyakan  : [ £ am

Penyelesaian : -[XE £ du

Jadi [, £ am =[x, £ am
Lsmma--

‘maka [ f am ¢ [e du .
b. Jika £ € M'(X,S), jika

J-aljabar 8 dan jika E

Bukti

34
5.

x € E la,bl

= fxE f ;dy. '
jl « 1 du
Jau
M(E)

il
o'
i
o

.

‘a., Jika f dan g masing-masing anggota M+(X,S) dan T & g

E, I masing-masing anggota

¢F, Ltansg [ 1am.

a. Diberikan f,g masing-masing anggota M' (X,S) dan

félg.

Jika ¢ € M'(X,5) adalah fungsi sederhana sedemikian

hingga 0 £ § & £, maka
Jika £ € M"(X,8), maka

04 @ ¢e.
/2 du = sup lg du

dengan suprimum @ € MT(X,8), 0¢& Q(x) & B(x), ¥ x € X.

Jika g € M'(X,8), meka

(mnr Definisi 3.3.1l.a.).

g g = sup g au.

.dengan suprimum § & M (%,8), O £ P(x) &« g(x), ¥ x €& X.

Sehingga [ f du = [ g du.

(mnr Definisi 3.3.1l.a.).

Padahal diketahui f { g, maka [ f du ¢ J& du.
Terbukti bahwa [f du ¢ & du.
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bj'Diberikan f & M+(X,S) dan E,F masing-masing anggota
- fU-aljabar‘$ dan E & F. | | |

‘Jika f € M'(X,8) dan E € S, maka Xp £ € M'(X,8)
dan [, £ aw = [ X; € qu. (mnr Definisi 3.3.1.b.).
;Jika £ €& M'(X,S) dan F € s, maka Xp f € M* (X, 5)
dan fi £ du = SXp £ du. (mor Definiei 3.3.1.b.).
Karena J; tan = X £au, L £ du = [ % £ du
dan B G F, sehingga [, f ou & [ £ du.

Terbukti behwa [, f d,,' ¢ k£ oau.

34, SIFAT-STITAT DASAR KONVERGENST DART INTEGRAL LEBESGUL.

Semesta pembicaraan adalah ruang ukuran (X,S#u)r

%,4.1, TEOREMA KOMVERGENSI MONQTON.
Jika (fn) € M+(X,S), ¥ n € N adalah suatu barisan
fungsi-fungsi monoton naik yang kon?ergen ke f,
maka : / f du = lim J’fn du .

n-4 %

Akan diperlihatkan bahwa [ f du = lim [ du.

TNy oo
Bukti :
Akan dibuktikan [f du % lim [f du.

: _ e} oo
Diberikan fl $ I ¢ f3 4 e

Dari Akibat (2.3.4.), yaitu jika {f ) € M(X,S), ¥ n€ N
merupakan barisan yang konvergen ke f pada X,

maka f € M(X,S).

Kax:'ena. flé _fa £ f5 & ooe

‘Sehingga fn £ f & f, ¥né€kN.

n+l ‘
aiperolen [f dau ¢ [t o au & Jf du.

S (mnr Lemma 3.3.2.8.)

1w [ £, ap & [£ .

N=)om



Terbukti bahwa J £ du % lim S £ due  eeeee.(I).
Neyoe o ‘ ,

( do== ) : g
Msan dibuktikan J ¢ cl,u $ 1im [ £ du.

Il o

Diberikan bilangan riil & yang memenuhi 0 ¢ 4 ¢ 1
dan fung;éi sederhana dapat ukur q yang memenuhi O & § & f.

Jika E = {xex/¢ (x) % & %)} sedemikian

hlnggaEéZb, n!F.‘:E danX-UEn,¥n6N.

n+1
Dengan menggunakan Lemma 3%.3.2. diperoleh :

fa:n"‘ff dp 4 '[En £, au' ¢ 1, da.

:i{arena Eq & B, 124 E3 €2 eus
Sehingga ffP du = lim £ g du.
: : N5 ¢o

o{!Cdez:aallmIQdﬂ, 0 <41
nas n
Nespe

= 1:meb fy dpgllm ff

Ney oo 1« g

diperoleh : « [ ¢ du ¢ 1in [ 1 ap, 04kl
neoe _

I'g ap ¢ 11m S5 ap
Ii=) oo

Karena @ merupakan fungsi sederhana sebarang dalam
I‘fI:{T(X,S) yang memenuhi O § ¢ § £, sehingga : -
sup [ @ ap = £ au ¢ 1im Sz ap

n-aoo

Terbu:.{tl bahwa jf dp é llm ff d‘uo ‘ o..-oan(II)-
Nudps

Dari persamaan (I) & (II) diperoleh :
!fdp-lmffdp

ne1e
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Contoh.

© Diketahui = : Suatu barisan <fh)'didefinisikan de-

ngan :

Vir, x € (O?%)
£,(x) |
0, x € {{z,1] atau x = 0}

 Buktikan : Jeau=1im [ ap.
' : Ilveo ‘
- Penyelesaian :

- Diberikan <fn(x)); ¥ n € N merupakan suatu barisan
. fungsi-fungsi‘monoton nail yang‘konvergen ke f£(x),

berarti : f(x) = lim £ (x), ¥ x € X,
. 1 oo :

* Karena lim f (%) = 0, x € (0,1}

nehere :
maka 1lim fn(x) = f(x) = 0, x € [0,1]
Nehoo
Sehingga jf d,u = 0. cco.u--o-o.-(I)o
: j . n ;
* = ¥o .
| £, dp j!;?!. ay M(E;)
- 1 ‘ 1
=¥a (£-0)+0(@-35)+0.0
Y |
- fl-'l . ':'["1
= 1
8
lim ffn d}o‘ =0. ..Dlitl.l‘..(II)O
ey

Dari persamaazn (I) & (II) dipenubi :
ff du = lim [ £, dmM.

T
ContQh .
Diketahui : Suatu barisan {f ), ¥ n € N didefini~

sikan dengan :
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| 2V, x & ( 33, 3)
£,(x) { |

o ,xe{lo, 3] uli1]}

Buktikan ¢ J£ du = lin Sz qu.
: Iivyeo .

Penyelesaian :

Diberikan (fn), ¥neéeN merupakan suatu barisan fungsi-
fungsli moncton naik yéng‘konvergén ke f,

berarti : f(x) = lim fn(x), ¥ x€&X

neyen

* Karena lim f (x) =0, x & [0,1)

newe _
maka lim ¢ (x) = f(x) =0, x e [0,1]
n=yee n
Sehingga jfd}‘ -=Oo Qlll;.I....ll(I>i
I A ‘
" _

11 1 1
(ﬁ - éﬁ) + 0 (EE - 0) +0 (1 - ﬁ)

lim Jf dp N e s D

N-yoa

I
O

e

Dari. persamaan (1) & (II) dipénuhi
[fan = 1in Jg au.

Ney oo

3.4.2. Akibat.
as Jika f & M+(X,S) dan ¢ » 0, méka cf e_M+(X,S)
dan Jef du = ¢ [ f du. |
b. Jika f,g € M'(X,S), maka f+g € M'(X,S)
dan J (f+g) du = [ £ du + g qu.
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Bukti : ‘
a. Diberikan' f € M'(X,8) dan ¢ » 0, meka cf € M (¥X,5).

(mnr Lemma 2.2.3.8.).

Jika ¢ = O, maka [cf du = JO du = O
dan ¢ J £ du =0 [f du = O,
Sehingga : Jes du = ¢ J f du.

Jika ¢ ¥ O,

Diberikap <q5>.mérupakan barisan fungsi sederhana
monoton naik dalam M+(X,S) yang konvergen ke f
pada X, maké <cg,> adalah bérisan monoton konvergen
ke cf, sehingga : |

fef du

lim c'@n du. (mnr Teorema Konvergensi
N~ee
Monoton 3.4.1.).

il

H

¢ ¥m J @ du. (mor Lemma 3.2.1.a).
Nee n |

=c [ 1 du. (mnr Teorema Konvergensi
Monoton 3.4.1.).

Terbukti bahwa [ cf du .= ¢ | £ du.

Diberikan f,g € M*(X,8), maka f+g € M*(X,s).

' ' (mﬁr Lemma 2¢243.Ce)e
Jika‘~<qh) dan (uh> masing-masing merupakan ba-
risan fungsi sederhana monoton nalk yang konvergen
ke f+g, ¥ n € N, |
Sehingga :

[(£+8) au

iR

iiﬁ: [ (@, + y) du. gmnr Teorema.
Konvergensi Monoton).

lin [ @ d4 +im [ y du.

o Ilmpes N e

(mnr Lemma 3.2.l.D.).

ff qu + [g du » " (mnr Teorema
Konvergensi Monoton).



40

Terbukti bahwa [ (f+g) du = [f qu + [g du.

Selte3. Lemma FATQU.
Jika (f > € M* (X 8), ¥ n € K,

maka f'(llm inf f ) du ¢ lim inf f.f du «
n-ee Nqe

Bukti :
Diberikan g = inf {fm, frp1s coe)

sedemikian hingga 8 < T ¥ m‘g n,

n’
Karena itu fgm du ¢ ffn du, ¥ m £ n.
 (mnr Lemma 3.3.2.28.).

sehingga f B, M £ lim inf | f, du, ¥ m ¢ n,
N=ten

Karena <gm> adalah barisan fungsi~fungsi monoton
naik yang konvergen ke lim inf f ,» sehingga :
{(1im inf‘fn) du = lim fg LTI {(mnr Teoremna

N ) ST
- - Konvergensi Monoton).

¢ lim inf f £, du.

-3¢0

Terbukti bahwa [ (lim inf £ ) du ¢ lim inf [ £_ du.

1190 N-yoo
Contoh. |
Diketahui : <Tn} adalah barisan fungsi-fungsi
didefinisikan pada [0,1] sebagai
beriKut E
fnCX) = en, X € (0 -), ¢ konstanta # O.
=0, x e{[— l] atau x = O}
Buktikan 13_/(lim inf fn) du ¢ Iim  dinf f'fn dm e

Ny 6o N oo

Penyelesaian :

n P
* f fn du = JZ::]_ aj M(EJ)
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=cn (3 ~0) +0(1-3) +0.0

=cn . 3 + 0 + 0
=c¢c £ 0
lim-inf ffn dp=c ﬁ 00 ‘ on-c.o.-'(I)'
* lim inf- £y = 0
-2 60
j(lim inf fn)d,M = O, Ot-l--aoo—(II).
N0

Dari persamaan (1) & (II) dipeﬁuhi :

f(lim inf £, ) du ¢ lim inf ffn du .

' Neyeo Nyoo ‘
" Contoh. |
Diberikan  : (f ), ¥ n € N didefinisikan pada
[0,1) sebagai berikut :
.11
1 1
Buktikan : [ (Uin inf £) du ¢ lim inf [ £, da.
e 1.1 -4 ee
Penyelesaian :
* = . .
| f £, du }Ei a5 M(EJ)
_ 101, . 1 i
= 2n (ﬁ - zﬁ) + 0 (Zﬁ - 0) + O‘(l - ﬁ)
- 1 | .
= 2n . gﬁ-f + 0] + 0
= 1
lim inf [f, du = 1. | cerareaso (D).
N-es
*#  1im inf £ = 0
;nam ‘
[€lim inf £ ) du= 0. | ceneenes(I1).
Nrpe . ‘ S ‘

" Dari persamaan (I) & (II) dipenuhi :

[(1im int £) Gu ¢ lim inf [t du.

N~y e n-ee
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_3.4m4. Akibat.

Jika f € M+(X,S).dan jika )»didefinisikan pada
§-aljabar S dengan ME) = _& f‘wk

maka A adalah ukuran.

. Bukti
Aksioma (2) pada Definisi Ukﬁran 2.4.1. dipenuhi,
sebab : £ ¥» 0, sehingga A(E) » O.

Aksioma (1) pada Definisi Ukuran 2.4.1. dipenuhi,
sebab : |
- Jika E = @, maka Xp £ hilang dimana-mana sedemikian

hingga A(ﬁ) = 0,

Aksioma (3) pada Definisi Ukuran 2.4.1. dipenuhi,
sebab :
Jika diberikan (En) merupakan bérisan‘himpunan—

. himpunan saling asing pada (-aljabar 5, E = M E

¥ne N,
Dan jika diberikan f yang didefinisikan dengan :
n
f = T
i k=1 Ek
f [ =
meka | f du = . X fd,u‘

k=l Tk |
[ -Ek £f du. (mnr Akibat 3.4.2.b).

er

k

!l
\.____\Y\

=1

s . £
xElfd,u+/xE2fd,u+ .+fon du
= _E f du + _&af du -+ ses * JEn f du.

(mnr Definisi 3.3.1.b.).

n
== L £ qu.
k=l |
n
- ’E A(E}{)' . : oo.oooo.(I)'
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?‘Karena <fn} £ M+(X,S) adalah barisan fungsi-fungsi

monoton naik yang konvergen keIXE f, sehingga :

[x5 £ au

Jika ME) =
maka ALE)

Karena E

sehingga

= lim f fn du. (mnr Teorema Konvergensi
n—wn

Monoton 3.4.1.).

fEfd,u,

= f. £ du
= fxD £ qu.  (mar Definisi 3.3.1.b.).

- e

= lim Z: ALEK). (dari persamaan (I)).
e k=l ‘

- fii A(E ). ARG 55 I
,n':

= E,V¥newy
ME) =M U E ), ¥neN,

= E%, AIE ). (dari persamaan (II)).
" |

Terbukti bahwa X adalah penjumlahan yang countabel

( countable additive ).

Karena aksioma-alksioma pada Definisi Ukuran 2..4.1.

dipenuhi,

maka terbukti bahwa A adalah ukurane.





