BAB @ II :
RANTAT MARKOV BERPARAMETER DISKRIT

II.1. Rantai Markov Berparameter Diskrit
1 .
Pandang sebuah blbtem figika -sebagai . suatu

himpunan diskrlt tltlk—tltlk waktu., Misalkan hasil-basil-
penelitian yang didapat dinyatakan dengan KosXi sXpseeo o
Diasumsikan bahwa LXh merupakan sebuah random variabel.

Nilai X

n ﬂenyataaqﬂ pada saat n- s1stem fisikatersebut.

Kumpulan {X } diz ebut 5obuah rantai’ bllalla menga
sumsikan bahwa, hanja terddgit Jumlah sunc'. . yang
flnlte atau infinitg {Lf‘h\tqu CLOun{-abLe) ;Barlsan { X, } adalah
sebuu% rantai Max “ov tila setlap random variabel" X, dis

Lkrit dan bila uhtuk setlap hlmpunan m ﬁltlx-t;tiklh1<

n,< n5< ( n, ( )2 ), Qistribusi Lersyarat X,

. m -
untuk nilaji-nilai tertentu giﬂ1 "Xﬁ2 ,..f....xﬁm_1 .-
hanya tergantung pada X, -, yaitu nilai-nilai yang

-1
paling‘dikenal seningga dapat dituliskan sebagai

P [Xﬁ = Xy ] Xp = Xp Xh1? *n ""'Xnm_1='xnm—1]

|t ] e

Rantéi Markev ini disebut rantai Markov berparamefer_dis
krit. Rantai Marwov dapat digambarkan denganrbentuk vmum
yang paling mudah yaifu percobaan independen. Misalkan
sebuéh barisan'peréobaaﬂ tertentu dan nisal?an. LPELPYRR

merupakan event-event neuysluruﬂ yang setaxa Jumlah dari



pada event dapat finite atan infinite. Pandang hasil se
) B _ . N . . I . ! t .
tiap percobaan dari titik pandang kemunculan event, defi

nisikan random variavel X (m = 0,1,2,.......), ge

baggi Xn = j‘lbila- €y

merupakan hasil dari percobaan-
ke n'. Bila percobaan indepehden maka didapat

T : j }Xo=io, .,L.Iz:i.l"-‘o‘-o-, Xn_.]:in",]} =
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Untuk senua n dan semua nilai'ranéom variabel yéng—
mungkin. Dikatakan percobaan-percobaan atau random vari
abel yang bersahgkutan ,{' Xn } membenfuk seﬂuah rantai
Markov bila semua nilal random vafiapel PPN yang mungiin

memenuhi ( 2.1 ).

II.2. Probabilitas Transisi

Untuk mencirikan hulun probabilitas sebuah probabi
litas untuk éemua vaktu n¥m»0 dan i serta j (i,3¢eX)
sebagai . ‘

Dengan -4 = himpunan indek' perurutan

dan syarat-syarat fungsi probabilitas .
pislmn ) =Px=3{x=1], i,je4 ...( 2.4 )

Fungsi pij( m,n ) disebut fungsi probabilitas transisi



rantai Markov. nusum probabilitas sebuah rantai Markov

ditentuxan oleéeh fungsi :diatag, karena untuk intejer K

dan setiap himpunan titik-titik k , n, <n2 Kooue < o
dalam ruang parameter‘dan keadaan j1,.j? y reseee ,‘jk

o

P[Xn,"f% v Xp, T g e eeeee s X, 0= 3}:_].*

p1(n1)'p3132(n2'n1)'P3233(n3’n2)”'“pjk_1jk(nk'nk“1)
_ ' ‘ cees(2.9)
Bila dalam fungsi pij(.,.J;dua argumen berkurang menja

di tinggal satu argumen, seringga

P[X.{n'}"i = j IXIT] = 1 ]: pij | .‘..'. *{ 2.6 )
dan ‘ o '
) 1 {ny . ‘ L ‘
P [Xm+n =J [xm = 1 J = Pij : veeseaal 2.7 )

Sebuah rantai Marikov berparameter diskrit yans memenuhi
( 2.7 ) merupakan probabilitas transisi stasioner atau

lebih jelasnya homogen. Matrik ( Dy

3 )y 1,3 €4  disebut
matrik transisi satu tahap, dan distribusi ( Py 1648 )
'merupgkan distribusi awal, Probabilitas p; 5 adalah proba
bilités transisi satu tahap dari i ke 3. Distribusi awal
dan piobabilitas tgansisi stasiéner untuik éétiap i dan j
memenuhi hubuﬁgan ‘. |

P; > o , 2;’ pi = 1.
. : ( 2.8 )
.pij>/0 , %"'—_pij =1



Persamaan ( 2.7 ) selalu dapat dlnjatakan dalam bentuk

( 2.6 ) sedemikian hingza ‘ '
n) R e | -

""P{Xm+n=j !Xm+n—1=in—1]

-—_- ' p p' ] LI I ) p' ! ] Z
;E:i o i1. i1, " RENP (2.9 )
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Tampak bahwa probabilitas Pj dan Pij mencirikan selu
_ _ ‘ ‘

ruh rantai. Probabilitas absulut{ tak bersyarat ) X,

diberikan sebagai

| (n-1) -
3 = P ] 2.1 Pro ot Pig o ( 2.10 )

bedangkan probabilitas berserlkat barisan sebarang deng

an n < n, { Ry { +oean < nk diber:gkan,sebagai

P[Xn =il1.' Xn2=12 g * o.c . 9 Knk=ik]

1.
o) Ry Jemmeny) (2a11)
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II.3 Matrik Probabilitas Transisi

Sebuah matrik stokhastik adalah -sebuah matrilk
order finite atau infinite dengan elemen non negatip se

demikian hingga jumlah‘aetiap'baris sama dengan satu.



Bila A = ( a ) dan B =( bij ) merupakan matrik sto
Xhastik maka‘hasil xali A.B didefinisikam berupa matrik

{ cija) demgan | | |
€53 -%? 2% Prj | : L SR { 2.13-)
Deret ini selalu konvergen dan tampak bahwa: A.B juga

matrik stokhastik. Sekaraﬁg'matrik tramsisi (’pij ) sme
. ' _ !

buah rantai Markov { X, }tqntu merupakin sebuah - matrik

stokhastik, dan kebalikannya setiap matrik stokhastik me

rupakan matrik transisi sebuah rantai Markov.

Teorema 2.3.1

Untuk sebuah rantai Markov homogen { X },  prodabilitas

transisi n lawmgkah dalaﬁ-\ 2.7 ) memenuhi = hubungan
(men) | & ) o
Piy | T4 Pix Py

Disebut juga Chapman - Kolmogorov untuk‘rantai Markov{?ﬁk

Bukti
Diketahui ‘
o . O bila i 43 .
pi_ =<§-ij = } ' ‘ o.o( 2.13)
J 1 bila i = j -
_ (1) o "
Dimyatakan Pyg = Pyy  dan didefinisikan umtuk m 2> 1

(n+1) () (1) . .
Pij - kZ Pik . pkj .-o( 2.14 )

Hubungan ini benar untuk n=0 , Sekarang akan dibuktikam



bahzwa untuk setiap v>0

;= P[XI_W‘ = 5.f'xv - 1:[ . t 2.15 )

Diasumsikaw bahwa ( 2.15 ) bemar untuk nilai-milai  ter

tentu n , dan semua i,jE.Y , sehingga demgan sifat -
sifat Markov did-apat‘ : !'

Hd

[Xn+v+‘| =3 IX zj"i]..

% P[ n+v -~ k ) Xn+v+1 =3 [XV =1 ]

=M

[ -n+v I vai] [xv+n+1 =J [ Xy i’“v-kn k]

"
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P [lxnﬂr k ! X "i] P[Xll+v+1=‘?ll Xi+v=k]

@) (1) (n+1) o

Aklbatnya { 2.15 ) terbulcti deagan menginduksikan pada M.
Persamaan ( 2.14 ) dapat diberlakukan umum sebagai be

rikut : o
 untuk n20 dan w7z 0 fnaka

(n+m) (n)  (m) y -
pile =-§- pi: Pyy e (. 2.17 )

: untuk m = 0 , imi berlaku . :

Asumsikan bahwa ( 2.17 ) berlaku benar untuk sebuah

nilai m dan n,i,j , sehingga didapat :



(m+m+1) ;E (n+m) (1)
= p ’ )

P13 PR =
I ol
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Akhi:rn)fa ( 2.17 ) terbukti secara dinduktif pada =n .
Tampak bahwa fungsi proebabilitas 'tzfalli‘li' sebuah rantai
Margov nom-homogen {.X3 %juga memenuhi hubungan Chapman

KolWogorov yang berbentuk :

pij( m,n ) =% Ipikk _-.’u } ij(,u-il ) (_2-19 )
Dalam bentuk pergamdaan matrik probabilitas . transisi,
persamaan Chapman - Kolmogorov umtuk waktu n)u}’Im > ©

dapat dituliskan sebagai

P ( m,n ) =P ( myu .)- P ( u,ln ) (2.20 )‘

Il.4 Rumus St-;l,x;,ling"s '

. _ % n+k  -n : -
nt &2 (210) =n e ( 2.21)
Dengan tamda setara digunikan umntuk menyatakam bahwa ke

duanya akam mendekati sama bila n—» &2 .,





