BAB I
PENDAHULUAN

Dalam buku ini,akan diperken?lkan.dua macam matrik

yang berbeda dengan matrik yang-telah ﬁiasa aikenal,yaitu':
FUNGSI MATRIK dan MATRIK FUNGSI . Namuﬁ sagar lebih mudah da

lam memahami isi buku ini, makd dalan pendahuluan ini akan -

diberikan pengertlan—pengertldn tentang matriks,fungsi dan :

fungsl matriks dan matriks fung81 itu rendiri o

1.1 PENGERTIAN MATRIKS

I.1.1 DEFINISI MATRIKS :

DEFINISI I 1 :

Suatu matriks didefinisikan sebagai baril s-

an segl empat yang tersusun secara teratur

atas elemen-elemen menurut baris-baris dan

kolommkolom,ﬁan dibatasi oleh kurung .

 Secara umum,matriks ditulis s

ebagai :
azl 3.22 323 soesdmae ' aan

» ' .
. L]

» o

a.ml : am2 am3 Senesriue ..amn

matriks semacam inijdisebut

karena mempunyai m baris dan

Contoh : |
Berikut ini adalah ma

2 L3 7

19 0 7
3 5 0 0

matriks ukuran m x n

n kolom .

triks :
6
-8 vkuran 3 x 5

11




' ( 2 50 9 %
1 3 %

Berikut ini bukan matrike

) ukuran 2 x L

1 2\ L 11
3 5 | 55 6]zl 7 10

3 | 2 | 1
Karena suatu matriks pada umumnya dinyatakan dalam
barisan dua dimensi. (. baris dan kolom ),maka untuk‘
menyatakan suatu elemén dari matriks harus diguna-
kan dobel indoks,dengén perjanjian bahwa.indeks -
pertama menumjukkan Bérisnya,sedangkan undeks ke-.
dua menyatékan kolomnya .
Misal : a23 mwnyatakén elemen pada baris kedua -

dan kclo@ ketiga |,

Suatu matriks yang banyaknya baris sama dengan ba-
nyaknya kolom,yaitu n , disebut MATRIKS BUJUR SANG
KAR ORDER n .

Suatu matriks bujur séngkar order n yang semua ele
men pada diagonal utaﬁa adalah satu,sedangkan ele~
men yang lain adalah nol , disebut MATRIKS IDENTI -
TAS ORDER p , :

Contoh :
6 7 2 4
1 8 * 2 : .
‘ matriks bujur sangkar order 4,
2 3 0 3 5 . o
b 9 7 %
0 0 _
0 1 0 | matriks identitas order 3,
o o 1/ |

Secara singkat , suatu matrks A ditulis sebagal :

A= ( a.l..t.)'.
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I,1,2 OPERASI PaDA MATRIKS

-
*

a ) Kesamaan dua m&triks

DEFINISTI T.2

"
w

Dua matriks yang berukuran m x n y A =

(aij) dan B.%_(bij) adalah sama bila dan

= b

hanya bila .?ij = by,

untulk satiap i

Lo R r
1,2,0ue i dan setiap J = 1,2,¢ev 40

Contoh :
2 3 {2 3\
A =14 1 B:Lp 1
3 5 \z 5/
7 3
. 12
C =4 2 D::{
_ A3 1
3 5 §\~ '

b ) Penjﬁmlahan dua?matriks
DRFINISI 1.3

Jumlah duri dua matr

A': { aij ) dan B =

) Cij,.: aij +
1

—

untuk setiap i
setiap j :'f y 2 5 »

Jumlah dari dué matriks

dalt sama , tidak didefi
Contoh : ; :
2 1 3
A:I_ : ;B
1% b 7
Maka : :
_ : 10
C:A"’Bf:
: 1

Perkalian suatu?matriks

A=B
AEC
A & D tidak

o

\n
e

didefinisi-

kan kesamaan,

T

('bij ) adalgh suatu

ukuran m x n ,dengan

m dan =

3 »

n

yang ukurannya ti-

nisikan .

(8
.a.

7 7

;)

dengen slkalar

*
o

DEFINIST Tk : *

iks ukuran m x n , =




d)

L,

Hagil kéli:suatu ma

kkuran m % ﬁ dengan
lah berupa matriks
T
‘untuk setiap i = 1
tiap J = lf,.2 y oe
Contoh
q2 70
A = .
. 3 4 1L
Maka : ;
16 21
C:]DA: .
9 12

Perkalian dua matriks :
Dua matriks A = ( %j)
dikalikan hanya_jika ban
yang pertama Sama dengan
triks yang kedué N
DEFINISI I.5 :
| Jika A = (aij ) guat
dan B = ( bij ) suat
maka hasil kali AB a
C = S 3 );ukuran il

- n

°i_:i. = 2 3310

1
- untuk setiép i=1
‘setiap J -1, 2,
Dalam perkaliantmatriks

sosiatif dan hulum distr

triks A = ( 8y 4 ) u-
suatu skalar p ‘adg

C = ( Cy 4 ) ,.dengan

paij-

ese 5 I dan se

s 3 0 o

=]
L}
N

dan B = ( bij') dapat
yvaknya kolom matriks

banyaknya barig ma-

n matriks ukuran mxn
u matriks ukﬁran nxp
dalah suatu matriks

'x P , dengan :

’B’OOO’m.'dan“
ess 3 P
ini berlaku hukum ag

ibutif terhadap pen-

jumlaham , tapi ‘secara umum tidak berlaky hu

kum komutatif .f-

Contoh :




T.1.3 BEBERAPA JENIS MATRIK

a )

b )

Maka :

BA tidak didefinisikan

2 16 5
AC={9 22 =5
7 10 6

- MATRTKS NOL

5
1 2 3 |
a=|2 4 1‘)
3 :b 2
3 2 0
c={1 4 =2 )
a2 3
2+2+9 O+6+6
AB = | L+ )+3
6+0+6 O+0+4

Voo /13
orlz+2 [ = | 11 14
2

(@}

2 O
B = 1 3
3

12

1

1L 11 \
A= 18 3
12 6 5 /

s KHUSUS :

Yaitu suatu matriks y
nol .

MATRIKS DIAGdNaL
Yaitu suatu ﬁatriké b
men~elemen pada diago
muanya nol ,Esedang e
in semuanya ﬁol .
MATRIKS SEGITIGA
Matriks segitiga atas
matriks bujug sangkar
pada dan diafas / dib
tidak semuanya nol ,
in semuanya nol .,

MATRIKS TRANSPOSE

Yaitu suatu matriks B

ang semua elemennya

nal utamanya tidak s

/ bawah adalah suatu
yang elemén—elemen.-

fwhh diagonal utama ,

= (bij ) ukuran mxn

njur sangkar yang elg_

lemen-elemen yang la-

sedang elemen yang la



L

yang didapa# dari métriks A= ( 845 }
ukuran nxm , dan berlaku :
bij

untuk setlap 1 = 1, 2, sceese 5 m dan

A—
E=—1

aji-

getiap J =il, 2y ovescees 3 N o

e ) MATRIKS NILPOTENT
Yaitu suatu;matriks bujur sangkar A de
ngan AP = 7, tapi APY 4 7 untuk su
atu indeks p , dimana 2 adalah matrik 
bujur sangkér nol yang berorder sama de

ngan matriks A ,

Setiap matriks segitiga order n yang -

elemen-elemen padé diagonal utamanya a-

dalah nol merupakan Fatriks Nilpotent -

dehgan indeks kurané atau sama dengan ne.
: . |
Hagil kali suatu métriks,di%gonal dengan suatu
matriks segitiga atas / bawﬁh yang elemen-ele~
men pada diagonal utamanya bdalah nol juga me-

. | .
rupakan matriks segitiga atas / bawah yang ele

men-elemen diagonéi utamanya adalah nol .
Contoh - contoh .
o o 0\ 2 0 0
o o o | 0 1 0
o o o1/ L0 0 9
matriks nol - ' matriks diagonal
3 L 9 1; 5 0 0 0
o 6 o0 7 8 0 o ©
o o 5 1 2 3 0 0
o o o 2 o 8 4 8
matriks segitiga atas matriks seéitiga bawah




1.2

® W =0 ‘

> 7 5 2 2
=
2 8 . %
A=|5 8 1
9 7 |
_ 0 1 8
2 1

A  adalzh transposeédari matriks A ,

0 11 pal ‘
B gdalah matriks nilpoe
B = 0 0 1 ’ ) :
, : ten dengan p = 3% karena
0 0 0 3
o : i
c 1 -J_S - C adalah matriks nilpotent
- 1 -3 " dengan b = 2 karena c? - 2
0. I 2\ ' 3 0 0
D={0 0 8 | S= 10 Y0
0 0 0 0 0 1
0o 16 3 0o 12 9
DS = 0 O 8 é SDhi = o 0 32
0 0 0 0 0

PENGERLIAN FUNGSI

I.2.1

DEFINISI 1.6

| Dalam

DEFINISI FUNGSI

Pandang dua himpunan spmbarang-ﬂ dan B .
. . |
Jika terdapat relasi f}, sedemikian sehing

ga merelasikan setiap elemen x anggota A
( xféﬁ ) secafa tepat dengén satu elemen y
‘anggota B ( yéiB Y, mgka relasi yang demi
kian ini ( di@otasikan dengan y = f( x ))
disebut sebégéi fungsi| dari himpunan A ke-

himpunan B .

‘hal ini himpunan A disebut DOMaIN (daerah -

agatg) , dan himpunan B diseb‘tu_t KODOMAIN (dswerah




~hah§ﬂ0', sedangkan himpunan dari hasil-hasilnya-
di sebut  RANGE dari imﬁgsi f tersebunt -, Hatuk y =

f( x) , maka x disebht variubel bebas , dan y di
sebut variabel tergantung dari x .
Contoh =

Berikut ini adalah fungsi :

A £ > B 4 —Fe B

- o . - "/ I .

[ 3 “’; » - e [
o l///’

. = } - . / ra /‘o
Y //

-« 7 - - ) L

-] .
- ‘-{ - -

Berikut ini bukan funési :

f ..___f____\’

A > B A _ B
. 5 . . .
" >

-
-~
. ;, . - ‘} -
» 2 . L :; »
» :;~ . - -

I.2.2 LIMIT FUNGSI X

Limit dari suatu fﬁngsi £(x) untuk x ~»n adalah
harga pendekatan dari f(x) untuk x = n , Jadi-
bukan harga sebenarnya N
TIPE LIMIT : .

1. Idmit f(x) = A dengan A< bila untuk se
X ; :
barang £ 0 , bagaimanapun kecilnya, dapat

ditemukan suatu?bilangan 5> 0 sedemiklan -

sehingga bila 0< | }:-al(,é' meka |f(x)-A}<&.




ntuls sebarang bilang

apun hesarnya , da -

5'7 0 sedemiliian se-
§  maka ]f(}:) )> M.

ntule sebarang & 0,

bagaimanzpun kecilnya dapat ditewukan bila-

ngan positif M sedewildan sshingga bila -

2 Limit f(X) =71 bila u
W —r f
an positif M , bagaiman
pat ditemulan bilangan
hinggpa dbila O < IXna]-(
3e Limit f(x) = A bila u
W L)
Ixjjd% makea If(x) - A'
hoe Idmit f£(x) = (» bila u

X —4 (1 _
an posltif M , bagaiman

ditemukan bilungan posi

P maf

e

hingga bila x| 7
Suatu fungsi dikatulian mempur

g
<

i, yeitu limit
o X —2 g
la harga dari A adalah berh

il dan tertentu , sedang bile
lah satu saja dari keempat s

si dikatakan tidak mhmpunyai

Sebagad contoh amﬁil r{x) :

ei dni tidal mempunyai limit

nea harganya tidak t@nggal s |

ga , sedang untuk x — ¥ IC .
dalah satu ¢ dia barhingga ,
tu , schingga f(x) mempunyal

Sekarang pandang fungsi -f(x)

Pungsi inil wewpunyai limit 43

?.f(X) = fi

<2

ntul: sebarang bilang

apun besarnya dapat-

tif P sedemikian se-

<a rf(x)] oMo
ayal limit diticik -

bila dan hanya bl

1

ingga , tunggal , ri
 Lidak memenuhi sa-~
varat tersebut, fung

limit dititilk ¥ = a.

Sin x , maka fung

1

untuls w07, ke

sesleipun dla berhing
walka harga limit -
tunggal dan terten-

Limit untuk x = »}1(‘4.

- (i)x -

Lsetiap titik , lkecu

ali untuk x — u»uvl, karena

Untuk fungsi ini jelas bahwa

Chargenya v,
| : '
‘makin besar harga x

vang diberikan , m:ka nilai fungsl akan semaliin-

: !
kecil , nawun weski begitu nilai fungsi z<lalu po
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sitif untuk setiap x_; Dari sini , nilai itu dapat

dibuat sekecilmkecilnya hingga

mendekati nol , de-

ngan mengambil x adalah bilangan yang tak terhing-

ga . Bilangan nol inifdiaebut
(1)¥ untuk x —»en, dan dituli

limit ($)* = ©
Xy L :

Sekarang akan didefinisikan 13
DEFINISI I.7 : '
L disebut limit kiri /
f(x) untuk x fﬂ-a dari

-
-

limit £(x) /
X~ &

ditulis

nya jika pada setiap b
dapat ditunjuk bilanga

58 sebagal

limit dari f(x) =

mit fungsi :

kanun dari fungsi -
kiri / kanan , dan

limit f(x) , arti-

b e g -\
ilangan positif £70
n positif §70 sedemi

kkian sehinggajuntuk semua harga X yang tey

letak dalam iﬁterval a-f¢x<a / afx< av & : . . ‘
berlaku |£(x) - L | < & |
: f

{ .
Suatu fungsi wempunyai limit disuatu ti-

. |
tik jika harga limit kiri sama

dengan harga limit

kanan . | i |
Contoh 3 } L
T{x) = %>
| : }42,
fungsi ini mempunyai : F
limit untuk x = 2 , :
karena : ;
2 sa 2 8

limit_x™ = 1limi} x7 = 4.
X 2 @ X2 : 2-f 24§

Sifat-sifat limit funési :

i) limit £(x) + g(x) =
X —ra :
ii)  limit £(x)glx) -

X - 8

X —va _ :

f
|
|
i
|
f

limit f£(x) + limit g(x)
X o &

X — &

| : . '
limit f(x) limit g(x)

K &
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iid) limit f(x)/g(x) = limit £(x) / limit g(x)
X—> 3 X-—»a X8
dengan limit g(x) # O

: X—ra ‘

| limit g(x)

limit ka)g(x) = limit f(x)¥— 2

X—> a X —ra

In limit f(x)

iv)

v) limit 1n f(x)

n

X—>a H—ip 8
vi) 11m1t\7 f{x) :=\n/v'1im.it f(x)
Xe—r a X—ira

- I.2.,3 KONTINUITAS SUATU FUNGSI"

Suatu fung51 £(x) dlkatakan kontlnu dititik x = é
jika ketlga syarat berikut dlpenuhi : '

1.. £(x) terdefin151 dithlk X = a ;-

2. limit f(x) ada untuk X—ra o |

3. Harga 11m1t sama, dengan harga definisi .
Jika tidak memenuhi éaiah satn dari ketlga syarat
diatas‘, maka fungsi dikatakan diskontinu dititik
X=a . :
Conteh :

f(x) = l-+ 1

£f(x) kontinu dititik x = 1 , tapi diskontinu
aititik x =0 .

I.5 DENGERTIAN FUNGSI MATRIKS

Pandang fungsi y = £(x) . Seﬂa]an dengan definisi

yang terdapat pada 1.2 diatas " - dapat juga didefinisikan sug

tu fungsi matriks sebagal berlkut : {

DEFINISI I.8 : f

Fungsi y = £(x) dikatékam sebaéaj fungsi matriks ,
jika variahel bebas x adalah merupakan suatu matrik
“bujur sangkar ’ sedangkan varlabel tergantung y Ju=

ga merupakan matriks buJur san%mar dengan order sa~-
: [
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ma dengan order dari matriks x .

Secara umum , fungsi matriks dinotasikan dengan B = £(A) de-
ngan A dan B adalah'mairiks bujur sangkar yang berorder samas

Dalam bab Iil nanyi_i akan diberikan cara atau me-
tode untuk menentukan matriks yang merupakan‘hasii darli fung

s5i suatu matriks .

1.4 PENGERTIAN MATRIKS FUNGSI

Pandang matriks A = Caij) ukuran m x n ., Jika 2 ;

bukan merupakan skalar-skalar , melainkan merupakan fungsi- _f:

fungsi dengan variabel t yang ﬁerdefinisi dalam interval -
: | - .
a{t4£{b untuk setiap i dan setiap j , maka matriks yang de-

mikian ini disebut matriks fungsi dengan satu variabel . Da

lam buku ini akan dibicarakan matriks fungsi dengan satu va
| |

riabel , yang secara umum dituiis sebagai @
X (t) = (xij(t)) ;E untuk at<b
2

déngan 1 =1 , 2 5 ees ymdan j =1, s see 3 N o

Jadi : :
xll(t) #ia(t) KRERE Xln(t) g
xal(t) Xéa(t) seeees X5, (t) %
X (t): . .
1 (8) mo(8)  aeeven 3 (8)

dengan agtgb .
Dalam matriks fungsi ini ditentukan bahwa : konti
nuitas , differensial dan integral didefinisikan komponen de

mi komponen .




BAB II
MATERT PENDUKUNG

3

Sebelum membahas masalah utama dalam buku ini,ter
lebih dahulu dalam bab II ini akan diberikan beberapa mate-
ri yang mendukung atau melandaéinya , déngan maksud agar -
pembaca dapat lebih memahami mésalah yang dibicarakan . Na-
mun dalam penyampaian materi pendukung ini , dianggap.bahWa
pembacé bisa mengerti dan memahaminya, sehingga theorema-te

orema dan dalil-dalil yang adazsengaja tidak dibuktikan

II.1 DETERMINAN

Doterminan hanya didefinisikan bagl matriks bujur
sangkar ; jadi untuk matriks uﬁuran mxn denganm £n , ti
dak didefinisikan adanya deterﬁinan .
Dalem determinan ini , diperlukan pengertian permutasi dan
inversi . :
DEFINISI PERMUTASI ;

Banyaknya kemungkinaﬁ untﬁk m;nyuéun n buah benda

yang berlainan dalam urutan ygng berbeda , disebut
| jumlah permutasi darﬁ n unsur: .
Permutasi dari n unsur dinotasikan sebagai Pn .
DALIXL, PERMUTASI : | _

Jumlah permutasi‘dari'n_unsur yang berlainan ada=

lah 3 Pn = n! = 1.2030.-.(11"1:'.!1

DEFINISI INVERSI :

Jika dalam suatu permutasi , gngka yang besar men
‘dahului angka yang lehih kecii, maka pada permu~
tasli itu terdépat suaﬁu inver%i .

Banyaknya inversi yang terdapét daiam suatu permu
tasi adalah'jumlah_inﬁersi.dari permutasi terse -

but .






