BAB II
|

i
IT.l. ELEMEN LINIER DARI SUATU PERMUKAAN.
=4

Pandang persamaaﬂ%-xl = fl(ul,uz) ceesvesases (2.1)

dimana x* menyatakan kdbrdinat Cartesius dan 1 = 1,2,3.

Bila persamaan (2,1) adaﬂ%h suatu permukaan dengan batas

batas kurva ul dan uaigebagai fungsi dari t, maka per

samaan kurva tersebut adi#ah :
' i

U 2 PUE) , o€ =11,2 veenernrennennenneens (2.2)

Panjang elemen ds dari suatu

kurva dalam ruang adalah

ds2 = E%- dxi axt

Dari (2.1) kita peroleh :

_ A X
dxi = 4Q£gk du°{=
= in

i
] = -a—}'{';;{ duo(' R (EEOB)
}lz : aou .

Sehingga

d82= duddu(bw{ Lo eSS PIRERSOEEIEGIBESERTEROSES (2!1{-)_

& ‘
Persamaan ini disebut Elemen linier Dari Suatu Permukaap. \

. i
Dimana : i

> i TN §
gd =Z Xg{ ::;X- 8 0 8 B0 e RS ERTEEES RS (2!.5)
P i 2U 1au
. I ,
o d in
g °"C’ du dul disebut Bentuk Dasar Kwadratik I.
* (N
' ' Jika persamaan (2,2) kita diferensialkan ke t, ma
ka : .

=4

1I:
i
% | '
dy " _ 4@ _(t) Liay au™- Q%E-t-ldt venen (246)

at- ¢ Tat



Persamaan (2.6) disubstiﬁtusikan ke persamaan :

i
d52 = Z 3}{ d e QX du@

1 ouf
< 1 oyl
o a%w) wfisy 2 >yt 2x
= gt Tar 4t % o5 b

2

H

B Qe 5QP' dt
Ve, & :QF' dt.

M
Elemen linier dari suatu permukaan selanjutnya . mg

ds

rupakan suatu busur dariﬁsuatu permukaan, yaitu

il
t i .
= J/7 Ve @ qfr at ceeevniiiiannn(2.7)
to e

O(I\.

Kembali kita peﬁhatikan persamaan (Z,M) H

_ 4
Bila W = konstan, maka- du2 = 0

1

1.2
ds; = 817 dul du. )

atau dsl.z 811 (du

Déngan cara yang sama yﬁitu u1 - konstan, diperoleh pula
ds, = Bpp du® déa atau ds, = &,p (d 242
Dari : @
dsy = gll(dul)a ~
2 harus dipgnuhi gil > 0 dan
ds2 = ;

! 822 ) ©
Jika tidak dipenuhi, kuﬁva - kurva koordinat disebut KURVA-

KURVA MINIMAL. {

Perhatikan koordinat baru u'1 ’ u'2 dan dideéfinisi

Boo (du ?

kan persamaan

ud = W(ull’ura); °<= 1,2 .-outouocco.oo-oc (208)

asalkan Jacobiannya, ya%tu :

3¢, ¥2 #!
>(url,ut®) |
1

0



du "'é"'_dulll H o(,a"z 1,2 YRR R L] (E'.g)
out? |
Disubstitusikan ke persamaan :
| oL e
dsazg;oc du™ duﬁ: Buw ;6‘ Bu? duﬁ
d 1 %B m! au'
< |yg®
dsa = g "Qu_"g. m-‘a-l—l-i;-' du'v du' YT YRR -00(2010)
B oyt %u!
d52 = ‘g" du' i%uﬁ ..........p..-.-.-.-.'..(2.1@3)
23 |
<l 5y @
dimana g. = g aur}i j-!'l_i? MY T EEEREERE NN NN N (20 ll)
% AP ou'’ i au
%*@ adalah Komponen - kdﬁnonen Tensor Matrik Kovarian Pada

Suatu Permukaan.

Untuk memperoleh determin
|

dsa gll(du ) \|

Dalam hal ini kita berbic

da

810 &21

2

ds” 2

H

gll(du )

Sehingga kita peroleh harga dari

én dari goq? adalah

2.1
+ glzduldu 4 galdu du+ gaz(du )

ara tentang Tensor Slmetrl, maka :

n

+ 2 312 gut du® + gzz(du )'

»
.

| ~ | %il 812
g = |& = ||
oL i
ey 12 822
Jika didefinisikan : g°4FgG®1— *3 Cerenenensranes(2412)
i
dimana ‘% =1, Jika O{—NB‘
'ﬂ"‘ = 0, jika o(;é‘ '
Menurut rumus Delta Kron%cker yaitu :
|
gik _ Kofaktorhdari 8Ly dalam ‘g
. ! g
a1 8, 120 21 _ B2, 22 Bl
Maka : & = el g ﬂf g = z & = e
' i
Sesuai dengan persamaan (2.1) kita peroleh
& o




g°‘(” adalah Tensor Matrik

Kontravarian Pada Suatu Permukaan.

Pandang pula dua fungsi

L?{K(ul-ua dan 7\""(ul,u2) dalam

dua sistem koordinat u°ﬂ dan u'°<, terdapat hubungan :
il -
e o<‘i &
7\_7\,§2u | dan 7\(5 =P auo(
owlf S0
I .
..l.l.l'......‘.._.... (2“11{»)
2% dan A'°C disebut Komponen - komponen Vektor Kontravari
‘ \I"
an sesuail dengan koordinatnya masing -~ masing.
|‘
Perhatikan pula fﬁngsi - fungsi Ch (u ,uz) dan
i :
.
Z:K (u];ua) dalam dua 5}stem koordlnat 7Lfdan ?m yang
dinyatakan déngan hubungaﬁ |
: . .
[
aﬂﬁi au@
= Al dan ' o=A
7\0( 3 ;u'x A (* 3u'o<
!3ocot'qou.-c-toocooooo-l-otvgallls)
$x* dan ?%( adalah Komponen ~ komponen Vektor Kovarlan se

suai dengan sistem koordi

Jika adalah koy
X |

kemudian
AX = g=kb A

adalah komponen - komponeﬁ vektor kontravarian,
Al

?étnya masing - masing.

tpnen - komponen vektor kovarian ,

L e (2416)

[
Jlka hal i

|
merupakan Tensor Kontravarlan.

Jika 2% adalah komponen -~ komponen vektor Kontravag

-
.

kemudlan

A

rian,

ol gc(p 7\

c-ocooo-oooico-otonooo.o-lt
I

(2.17)

adalah ‘komponen - komponen vektor kovarian, jika ghq; mery

pakan Tensor Kovarlan.

Dua fungsi A% dan

\:?\ dari o<

u™ seperti dalam persa-

maan (2,16) dan (2.17) adalah komponen - komponen Kontrava-

rian dan komponen - kompomen Kovarian dari vektor yang ‘sama.



Didefinisikan besaran : ||

~X Bxi X P axi
= A —=— . dan = w—mh—?g
Ei ou a Ei : au't

.. (2.18)

....Ol'...l.“."lll

Vektor 7f<adalah:komponen kontravarian, maka setiap

|
|
|
|
|
|
[
| .
besaran skalar ga?'?\ ?ﬁ adalah sama dengan kwadrat pan
|
|
|
|
<]

jang vektor.

1
Kita hitung 2_ Ei Z <25 P -_Q_XT
. 1 P aut

dari (2.,18) )

~

!

i i
o sz JX X
ATA i 2 aup

il

ol
A% P gd(b

dimana : : : i
g ol = Z """""zx“"m"" X
? i aul aui

I
Dari (2.16) disubstltusikan ke persamaan :

I\ L S
TR SRR
B ‘ch P?‘ - X7
g— 87,8 gﬂ{gg g A0 O <S
dimana gp g = ?o< C( sesuai (2.12)

il

:5 7‘«(5%1(4: : ?\vgf" A goez(a
o

= g"‘”?x ‘7\%.?“ g7 ApAg

( sebab ? 13 (2.12) )

Analog di atas; setiap vektor ?& adéléh komponen
I
komponen kovarian, maka setiap besaran skalar goq@ A :zﬂb

Z% z

adalah sama dengan kwadrht panjang vektor.'

Oleh karena itu syarat perlu dan cukup bahwa V< dan

7x£‘ma51ng - masing adalah komponen kontravarian dan kompo
\
nen kovarian suatu vektor unit pada suatu permukaan yaitu:

|
gg(@,?\ 9\@, :1:..

T et Y




IT.2.1. SUDUT YANG DIBEN

Didefinisikan tii_

bentuk persamaan : [

Persamaan (2.3) dan (2.4)

an di atas, sehingga :

il

WK OLEH PERPOTONGAN DUA KURVA.

sebagai arah suatu vektor dengan

i

ds

dx

disubstitusikan ke dalam persamg

I

r
-

51

P

=y

Il.
|
i|'
i gu (ui
z |°< (3 TR R E R EE NN N (2m2—0)
\/sb((6 ?1 du .
Pandang vektor - vektor %= dan 9 adalah vektor - vekter
i1 ' 2 '
A
unit, maka : I
z (5 | ©
1 2 5 L 1 2
' = T -Cﬁ' Cos. 8 atau - = Cos. 0
. 1 2. . .
i J e i J
T T { T X
1 2 ‘| 1 CZ
Maka dapat dihitung : |
ih
Il
i J 1
i 'C.
w AN Y
Cose © x Cos. @ = iz =
- 1 3 k1
T T ||t T
1 = 1 e
P
11 z}ﬁ' 1 102 2 2
li T T
15 % 1. & 1 2 B %
T T T;i' T T |
-
1 2 i1 1 2 1 2
5 |
ﬂ 1 1 p q
’ T T
:E 1 2 t1 —22
\+ ..l"’....'..:%.‘.... + . +
e 1 1 P . q
| 'Cl ta 'Cl 'CZ
+ ........."ICLI;‘.‘..'-..........Q......l"..‘... +



Cos> ©

Sin% e

dimana © adalah sudut
yang dibentuk oleh dua bu
ah vektor unit yang terda
pat pada suatu permukaan,

Untuk © sama dengan @,

maka‘ :
i i
2X y P 2% é
2u dqu aul _ia“
ot o s
%ﬁﬁ dlu dlu ngﬁ dau dau

- 4ul  dpul _ 2 2xt oxt
'ng@ dlu°< dl%fl Vg#? dau""daug t 3u°< auﬁ
il
:i‘
TNt
3 Bp dpu dpuf oo
——— V——-—&-&-HW d H‘d ? I..‘l'.l.( .1)
Ep 1T AN VB ST %28
dan dengan demikian, makéﬁ s
!
= 1 - Cos5 @ |
I
i i —_1 i1 2
> o 1 N T T
1 1 ii‘ 1 2
i i1
- |?
i i i
T T i T
sz 1 2 ¢ 2
i -
1 2 (2 .2 2 2
T T ] T Z; 53 t}
1 1 : 1 1 1 1
= | + +
1 2 | 2 3 3 1
ra i T ' z
t2 2 { 2 ZZ CE 2
( menurut Rumus%?inormal )
Dengan mengingat (2.20) t%rlebih dahulu kita mencari harga
zi 3 i:j Syt >x9 . d1u°< .
(I} ——=— . 1. -
i‘ s a .. °< 4 .-l “O<




9
. . Lo . 1 1
o T 2xk 2x3 d;u d;u
0
1 1 ﬁaul Sul d;s d,s
i 1| okl 2x d ut du°
|2u 2u das dZS
Maka kita peroleh : i
1 2| 2
2xt 2 e ke
2 au:,j Bu]‘ dls ;8
Sin% 6 = ! +
2 x:|| 2X dau1 ' dau2
2u¢  pu dps A8
| '
2 x‘?‘ 1 2 xB dlul cilu2 e
2u]| Ju dlS 5[13
+ t +
L 1 2
?x%ﬁ ?x3 dau dau
aual auz dzs dzs
il
i
ox)  ax' apt ap® |2
>l oub ;s dis
+
3 1 L 2
2xy]. X d,u d,u
nal 2u2 dzs dES
nooEcoooo--o-o-oooaoo-oo(---ﬁ- (2'22)
Mengingat definisi : | ] .
21t 259
. 5> el e >ul  2ul
ald m-(%'f—a?l = . . dengan;
2(u,u”) o 2£4
2u*  2f
il ;
i,j = 1,2’3; iﬁ# j P I T RN I N A S RN TR (2023)
! _
1. -
Maka persamaan (2,21) menjadi : 1 212
0 d.u d-u
I L. o
‘ E dls dls
sin? o = (a'%)F + (232 + (W1)° 1 2
P d2u dau
i = e
! dys 48
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|
I
I
I
I
I
Telah didefinisikan bahwé

£11 ngI
g = = Joy,|= ¥+ (423)2 + (WY
812 gaau ¢ :
Maka persamaan (2.23) ménjadi :
: 1 21 2
I 4 du
ﬁ dls dlS
sind @ = & | L )
I dau dzu
ﬁ das das
i
laudl an? L g
. . (iidlu d,u ) d,u d;u )2
- Edls das dls das
o 2 2 .1
- g h dlu dau - dlu dagi_ )2
- : > g ub )
V(e o 1" a,uP) (gyq dou” du® )
Cdiut d.uf dut dout
Sin., © = \& (= 2 & = 1 ==)
Y(ng > d u?)(gx%,d u? d,u )
l'ﬂlu!‘l.‘(‘—.25)

1
.'......q!II.I'DI...I.QO.‘Ii.I
i
i
‘I‘

I
TEOREMA 2.1 -
I

Syarat perlu dan cukup bahwa pada suatu titik, vek

, - B
tor - vektor ?}” dan ;ﬁal galing tegak lurus,

adalah- : g°f I7‘l|p< 7\2“,; = 0
I
dimana 9\1]0( dan 7\21(5 adalah komponen - kompo

nen kovarian dari ma51ng - masing vektor.

Bukti : P

B i a“ )
Kita pandang dua komponén vektor kontravarian 211 dani¥6|

II:
Jika pada suatu titik dari suatu permukaan diperoleh dife-

rensial dlu dan daup yang dlsaglkan dengan persamaan:
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ol [—4 : (v34 (“'
du” = 7\ll ‘!; dan d,u = ﬂal
Maka persamaan (2,21) dan (2.25) mensadi
0o ﬁ
‘ Hw g A% A
Cos. & = L z‘ﬁ 1] &l ——
I 2 2 1
Sin. @ = ‘1' ' l '

....... '(> 26)

diama © adalah sudut‘yang dibentuk oleh fﬂll dan iagl

9{’{ 2 (e’ = I\
%¢ 1 qq %@
(sgesuai (2,16) )

= 5“;2’\ 80((5 gt* 9‘1[3" 7‘ali‘

= 8 "? 53« My 7‘213‘

“T(/\ g’ A28

( sesua1 (2.12) )
D{v\ ’\1[)“ 7\2‘? ( sebab '?i‘ = 1 )

I
. I
2 13X 2P 8By
- 7\ ‘|= ?\ g 2 2‘ 123 A
7‘1| ?\2| 1 22| | . Ty 2 - A< 2je
' i ( sesuai (2.16) )
. 2
;= gzpalpx 2p " gl(a%qcx 21
f 11 22 12
=87 8 9‘1,17‘212 - g & 7‘*1,2212,1 *
L 21 1 22 11
=8 8221|192|2‘g & §1|2/\a;1
f
1 2 2 1 11 22
A -~ = A a -7\ 7\': )" +
y T AL A, TEE (111 %2)2 ~Mj221
|
L gle gl2
g (21]1 ala“;‘llz“cp. )
2 12,2
(gll c (g ) )( ?\1]1 é' o ‘-7\L]2 2,1)

& ( My172p2 -1z P21



Maka persamaan (2,26) mahjadi :

| o(

Cos. © = i
V(g"({? llo( ﬂll(b )\E(ga.g‘ 7\2|3n 71211')
Sin. © = 1 V zlll 2212 - 42 7511

Telah ditentukan bahwa‘&ﬁl dan $ﬁ2‘ saling tegak lurus

I
maka, Cos. © = 0; artinya @ = 900‘ atau :

g7 210 5“aw@

gof& 21|o< 22'(5 = 0 | ( sesuai (2.17) )
dan mengingat : @

28

oA < f '

Aq
o%% l]
iz AT DA X = cﬁ% A
‘ 1’ 2] g .ﬂlP< . 2"3

*
.

Sehingga terbukti bahwa|
A B
11 7
( maka Teorema di atas telah terbukti )

: '
Ir.2,2, KOMPONEN - KOMP@NEN_KONTRAVARIANEDAN KOVARIAN .

pr

T 2y,

Didefinisikan
i
Dua himpunan bilangan %o{{% dan e"{rs seperti
| !
ell = 022 = elliz 922 = 0
12 _ f >
elzze —1 :‘ .UOO-OCOOCOOOOO (-—-027)
21 |
|

Untuk transformasi koor@inat pada suatu permukaan terdapat-
il ’ '

persamaan : ﬁ
i
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o 2u® aufb _ e'w __2u°< 2ul _
“¢  oul 2url P oud  Hur?

o 2uX b ‘a(ﬁhga) o >ul 5@
= T = -

| “@ 2url  purl agu'l,u'a) cﬂg 2u® ourt

\ [ .

Jika transformasi positip, didefinisikan :

peruN poa a(ul u®)

Ve' = Ve 2

B(u' ,u'")

LI B IR AN B K N I IR N IR L BRUIE O BN (2.28)

& ye! gi VE? ( menurut (2.,27) )

il
®

VE 2u% Bu(b
”ﬂ? Bu'v 2u’

evf - e ii 4£i? u™ u@.

Vé"f Ve* =: Vg_ “una‘ ut%.

Transformasi pogitip darli Skew Simetri, besarnya -
komponen - komponen kovarian dan komponen - komponen kontra

"varian orde dua berturub - turut disajikan seperti berikut :

= @ %Ian d(a:-' """'gff‘)
QKF a%,vg‘ i_d 2 ry

..-..ll......ﬂitotl.............l.....l".l (‘2.29)

TEOREMA 2.2

e e e e vt oy B2
—_——mmmEomEDE

&

Syarat perlu daﬂfcuknp bahwa suatu vektor unit 512|

membent uk suatuﬂ%udut siku -~ siku dengan vektor -
i
(o4 X
unit ?\1! adalah :

«
RN
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Bukti

Diambil bentuk persamaan I'(E*B\E = E)"o( £

2]

Dari bentuk persamaan (2.%9), maka
l
7 Reld o 9
= I = e e =
€ G T er © A

( sesua;f(ZuIZ) )

1

_ P .5
¢ %50‘(’: ¢

i 1 2 1 2
L. ¢ A A - A Z
o : e Ty T2 21
Sin. @ ES V_ ; — T—z—-__—_wﬁ:———m;‘_”:)
Disajikan dalam bentuk 4“ |
e
i 8 A
Sin. @ = : == D((b——L‘ 21 _ T
Telah disyaratkan bahwa “*1] dan 54;’ membentuk  su
dut slku - siku, maka :ﬁ
Sin. @ = 1 é&au;
(<
q 9\2
V 5.&-.___.——__ l g . = 1 _
( )( Q ) |
g, ?\1\ 7\1I % 2)
. o e
Jadi @ g ?IH 7\al 1, sebab.‘ﬂq ,‘?\2] vektor -
G ' unit.

Maka Teorema di atas telah terbukti.

TEOREMA 252

e i ¢ .
Didefinisikan }%ﬁf.ﬁbqgh adalah komponen kovarian

dan A_, me‘mbentukiﬂsudut siku - siku dengan vektor
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Bukti :. b
. Menurut Teorema 2 .. » Jlka/r{a A= 0, maka M., tegak

lurus pada vektor X%, i

i
Komponen - komponen kontfavarian diberikan oleh :

it

}fx,. g“ﬁ?up = an '7\ ( menurut (2,16) )

£° Al e, gl 2% €£,,  ( sesuai (2.30) )

2 2
g ?\1 ‘312 \/é? ‘|+ é><l A 621 VE

( menurut (2,29) i.

= éxa al 1vg s EéXI A° (-1 Wg
( menurut (2.,27) f;

AT S P Yy

= (& gf&l?s(b - g"é‘il 5?29-@) Ve

ﬁUx.z EPD(:NP ......i........................“...(2.31)

e ,'(”

o ﬁ’ ﬁ"x i

Menurut Teorema 2.2, maka -terlihat bahwa :

Maka :ﬁf%Mk

ok e
= 9‘ = 1
T
Mengingat pula bahwa : @
e P gl 3
o = 3 = @ , maka :
(b I (b o
| f ' o
€ A WP £, X eTC A, = by LA A
0((5 / DCF’ H ?‘9< (b

3I: i ) = 1

Maka terbukti komponen - ikomponen lr:ovar:i_am/|£;< membentuk su
!

5 L
dut siku - siku dengan vektor unit ™,
i
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IT.3., FAMILY KURVA PADA SUATU_PERMUKAAN.

Di atas suatu pérmukaan didefinisikan persamaan su

atu kurva :

£ (ul,u®) = oﬁ R ¢- 90 7-3)

o

dimana u™ adalah batasﬁ; batas koordinat, <<= 1,2.

I .
Jika kurva tersebut didefinisikan pula sebagai fungsi dari
li : ‘

-parameter t, yaitu : |

U = Q%(E)  hereriierennerrraeeeeneenn. (2033)

Sehinggx dari persamaan (2.)2) dan (2.33) 31ka diturunkan,
\
diperoleh : }

o< >f dQ

2f i du

::i = 0 atau = O
2u°<" dt 2™ dt

‘l 2

Pandang persamaan : f (u sUW ) = € sesecssnevenss (2e34)
dimana ¢ = konstan. ﬁ

Persamaan ini sesuai denéén persamaan (2,1), dimana jika dj,
ambil f bernilai tunggil maka menjadi persamaah (2.6).
Persamaan (2.6) ini mengadl TITIK TEMBUS SUATU KURVA, Jika

¢ diberikan harga yang khusus.

‘ ;. o<
Didefinisikan persamaan afﬂ( du =0 ....(2.35)
|j 21
Diambil f (u1 uw) = F(If(ul ua) ). Maka tempat kedudukan
1 - ] - -]

titik - titik untuk f dﬁalah konstanta, merupakan pula su
atu tempat kedudukan titik - titik untuk f; adalsh konstan.

Sebaliknya jika family kurva dari fy(u',u”) = ¢, adalah

i
family kurva dari f (ulﬂua) = ¢, maka f; adalah fungsi

dari f, du®™ menentukangarah kurva pada setiap family kur;

va tersebut, sehingga :

:0;
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Diambil persamaan

MO( du“ = O ;I‘D<= 1’2 I R N R R R E RN R (2036)

dimana M, dan M, ad%lah fungsi dari u .

Didefinisikan peraamaanﬁfaktor integral :

2f : :
= tM i:%bonnnccsnn-.----.---o-n--nu. (2'32’]'
au°< e I
atau : ﬁ
t M du = Edf
Definisi !

e e e i .

Jika terdapat s%tu family kurva pada sualu permuka-
an, maka family kurva iﬁu disebut suatu KURVA INTEGRAL.

Diséjikan dalam bentuk éambar :

Kurva Integreal

A — an —

TEOREMA 2.4

%

Trayektori Ortoébnal dari suatu kurva integral de
|

ngan persamaan IM;C au®™ = 0 adalah integral dari

persamaan :
l
[ | . 2
(817 My - g1 My ) AW + (81 My = 8pp My ) dU” =0

CEC B B N I Y I B BT I NG R B B BE B R R (IE.BB)

|
Bukti H :
|

Diambil du® = p M,

persamaan - persamaan iﬂ& dipenuhi untuk harga p sebarang.

2

dan du® = - My

Jika d,ul dan d,u° kita substitusikan ke dalam persamaan
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tersebut, maka :

1 | 2

Persamaan -~ persamaan 1n1 dlsubstitusikan ke 5X@ d2u d,u ﬁ 0
( mengingat vektor daulf dan dluf saling tegak lurus ) ,
maka 1 . g; | |

o !
g‘,{p dau dl'l.l(6 = 0 o

|u2

1 . i LA
81p d2 auf Eag a” apuf = o

810 ( oM ) ayuf + gapk -p i) dpuf = 0
( gl(b Ma - 82(3 Ml ) dlu‘.(b. = 0

Maka kita peroleh persamaan :

2
(813 My = 8py My ) dyuli+ (gpp My = gyp My ) dyul

[t}
<

1 ﬁ : 2

]
o

Sehingga terbuktilah teorema di atas.

AKIBAT TEOREMA

*). Jika M, = 0, trayektori ortogonal dari kurva

koordinat um konstan adalah kurva integral -

dari persamaan

1 2 _
81p au | g22 du = 0

*x), Jika Ml O trayektori ortogonal dari kurva
2

koordinat uf = konstan adalah kurva integral-

dari persamaan H
{

1 2 2

Definisi



Definisi

Dua family kurvaﬁintegral dari persamaan - :

a du” duf =i 0 membentuk ortogonal net bila

=
dan hanya bila

811 2p ~ 2 Byp By * Bpp 11 = O
Akan kita buktik%n bahwa dua vektor pada suatu ti

titik saling tegak lurusi;demikian :

Pandang persamaan ! '

(ap{(b"rgp(@ )::?\@: O .;.o.t.t.-l..oooto. 2-.39)

Jika harga a tidak sa@a dengan perbanyakan dari QX@ de

of

ngan suatu konstanta ter&entu, maka tensor 51“@ tidak se
i

banding dengan tensor qubn Persamaan (2,39) mempunyal pg
f

nyelesaian :3@: 0, jik#itidak demikian r adalah akar per
samaan (2.39).
Ambil . - !!} =

mbi l %%@ r go%bJ 0

Misalkan Ty dan r, aﬁalah akar dari persamaan tersebut

(® ¢

11 dan :\Zl adala% vektor - vektor yang bersesuaian,

A

berturut - turut terhada@ rq dan rse

| . .
Maka kita mewmpunyal bentuk persamaan sebagai berikut :

(aa%-rl gd@;) ?\‘il = 0

]

( %es ~ r, goéﬁﬁ) :ﬁg, o

. . e D qe o< -4
kemudian masing - masing digandakan dengan 5521 dan fﬁ” ’
[

sehingga :

2 & E s _ ﬁ
o | e
. . =4 3] i =
S MU 2y T2 e Py 27 0
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< 6 =< B
e A1y A2 7 1 By Ay Az = 0
al * ! . o f
a 2 A - Ts g ) = 0
7Y T2 T T2 % Ay 7Y )
" __ LN -
Jika ry #r, , kita peﬁbleh :
% I
&x@, 21’ 22’ f% 0
‘: ' cl.nonocoutoocoo'q-ot.- (2.40)
maka : 2(5 0 .

T
fup, " T2 T
(‘ mémenuhi Teorema 2,1 ;)
Jadi felah terbukti bahw%jdua vektor pada suatu titik saling
tegak.lurus. i

II.4. SIMBOL - SIMBOL CHRISTQFFEL UNTUK SUATU PERMUKAAN.

Christoffel mendefinisikan simbol - simbolnya  dg
B -

ngan notasi "

-9 28 28
¥k =i .
‘ : 211J 22U a2

{ihj } £hK [ij,k]

Kita menurunkan simbol —Esimbol Christoffel tersebut,dengan

13,k ]

i

rees (2J41)

it

cara sebagai berikut : §

g 28 28, 280
[ e “x]= (- olcx . XX %y . 4-
2u™ ou” 2u” au™

[O(O(,(b]z %(Ja((b-l- :‘((b_ o

;au U 2u®
= * ( é - )

Toau™ au®

|

|ago<(5+ 28 peox 3go<(3) - 8ok

[0<(3!o<]= %(I aue, - 2uo< = —;.-1-1—(—5—-



P N T S S NP Y

i 21
PBpe B OB 28 np
X = %+ (= + = = ’
[ ¢ @] >u ou® ouf ou™
Mengingat definisi ?
11 _ 82 | 12 211 B2 | 22 _ 811
g = g 7 8 = g — g s & = g
Maka persamaan - persama%n di bawah ini
=~ i
o o
= B[]t g7 <oy ]
Aot o4 '
28, g 28
o oKX (o x5 <o
= g (+——=)+g (% (2 - ) )
2u au™ au(b ‘
28, 2 £ x@ 2 Botoc
= % ( g"’<°< ‘::(+ o<r52 go((b - g @ z
Ju ‘ u 2u
- 28, 26 . 28neex
e 1T ?*‘3;2 g“(b-—;@-gdfb )
oL o 2u 2u cau
K x ‘
Ioxor Buxp  Z8owx
= gC (2 — )+ bl (F (2 —5 = ))
2u [ : au 2u
8exex " P8¢ 28 o¢ex
= 3 (g S22 p G L GO
Ju L 22U 2u
e 'Y ) o@
= g xBsck | &1 e
28 . o 28
= gdd(%__._g@ )I«lg(g‘(-}—é‘? )
2u I 2u
28 ' s OB
. X o i e
< g i o 20
a7 su
menjadi :
oA - 2g D{ 28 28 o
{ }:-—%—-(g, C:(M-Bg —%ﬁb*-gx 3
o< o, g & su i >t 3u G au
L (2.L2)



.
55 28 Do
¢l 1 . KXy o —_—
{040(] 2g ( gcg(b 311‘ + 2 Boex R 8 e<o¢ Sul® )
“ Ll 8 28pe )
{"((b}ﬁ 7g { Bee 2ul e Sux

Didefinisikan pula bahwa;':

P S SRR e (20
g g . _ﬁiy reeees (2..43)

Maka @

Byg {j("} = Buf gﬁy[a(ﬁ,a’]

= S [pr]= [ ]

Sebutlah .
e 17 }
75 e

Dari (2.41) kita .peroleh ¥

| ai;ga(ﬁ‘ 28y 2B
2 [o((b ,}‘] = --‘-—-@-- + —pd R0

[04@5;3"] U U - T S

" 2u au® v
e TR
2up T 2u ‘ oul
53 28 28xe  28gp
= 2 6‘ + + —— oy —
Lo ] su® 2u? 2™
2Bt
-+ —a
u
' i
2 i ‘ 28 28 28 pyr
e I S e e
2u® 5 au au 2u
3 Box P8or 26 28 o
= = [oar] + % ( (;’44- =& . £
2u® ou su 2u™
| P
28 |

=T 2 otpys] #[p0rs ] eenereririneneena(2445)




28 iy 28 <7 :
g + g% - = 0 5
=< 3!19 : aug )
Persémaan ini dikalikan ig s, maka :
»s 28%° B s 28Bxp ;'
g g — + g @ - = 0 |
D au%j 2u9
g7 287, gb G788
oL aug : au@
- poty BT o
- - 8 y g
2u° | 2u°
= - g g% [049.3‘] + [95’,04]
= = g(w(l g'ﬁ'g |E7<99W] - 825'6‘ g(b'rx[ebdso‘]
286” o[ @ | |
= "'gQ } _|}-~6‘S {Q, I e sa v P aBEBOOEOERESLESE * . t
2u° {do - lew] T I
Didefinisikan : é
- lngl
A = g°q$ g :
28 ag«@;: I8 o
- = a = —22 e
ou” ou? o8 5k
28 Y
Maka = = 8 g“ﬁ --—%?? ( sesuai (2.44) )
2u E. 21
= gg“(b ([0475‘,(5 v pws o] )
= 8 ( | kx + g“?’[pﬁ,cX] )
= g ( Ig@’“[ + g7C [ofroc ] )
( sesuﬁi (_.41) )
1 [ . Tl
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Jadi :

Plog VB[ < | °
auv\ "{éda\}ano.o-oaooo-oo-n-ooc (C-O‘."I"?)‘
Dari‘9a.45), (2.,46), (2.&7) kita peroleh :
2g $ N
—_—
m? gpg{dﬁ}+ a4
ag@’o{‘ f'
z_(bc({ 1 6316’} 2.48
au_y‘ g dv:} g ij LR B BN L BN BN NN NN BN RN CEEURN RN ( ."I’)

Ql..qgfé':{(’}

2u® ol

Dalam simbol -~ simbol Chﬁistoffel berlaku perﬁukaran/pergag

tian indeks dalam operasihya, sebagéi contoh 3

L
Akan kita tunjukkan bahwa I ® } { }

b%o( e e
_ ‘38 I8
[13,x] = %(-—:—.—’fﬁ N L
Ju Fu au

Maka @

[@G,u]m %(*G;%f y ZBeec -—éﬁ )

ut auP

%g 4 2g 2 ‘
FEORIERE = S I

su ouf®

Sehingga :

{;b}*' 6% foeoo] _g [e@ ' ]

H
qu
2
noj-
AV
g
A
_'D-_ =
UQ
T
&
+
o
Can ¥
5
~—
o
i

auP au“’ au@
= 3 ( 2 } + gd@ -——Ee (79gﬁ@)
Zu ru®
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Dengan menggantikan inddks kita mendapatkan :

Terlihatlah bahwa :

o

(&)

o E 98@é %8 2Eop
{m f"‘} R T uC " E e e T B T
e }__.l....._ 9%‘. v 2 og,, —p . ZEee
(=% C-ng G C 2B e T e e )

Sekarang kita blcarakan hubungan antara simbol -~ sim

bol Christoffel jenis ke dua dalam dua sistem koordinat.

Diberikan persamaan :
Pq 1) ﬁhap 2utd
( i’j’p,qi; = 14245y eeoss )
Did ferensialkan ke u'ri maka @
28" - L ; _ .
*g-pq::agii su* auJ buk g Bzui 2u’ au'i 32u1 )
BU'r 2uk aulp aulq all‘lﬂr lj auipaulr aulq aulp aufq‘auir..
dengan mengadakan penuka%an indeks bebas dan pengganti, maka : |
2e! " -
rd ~ 28k 4 Bu% zud éuk v gl 22yt aud 4 —25u 24 )
aut? oyt sut® surd purt TR SuePout? St sutourt u'p
28" . 2 1 ; 2
& pr _ 284k 2ut _zud agk o 2%y sud , 21 2u_
au'®  sud sur? purd puT TH HutPowr® putT au'qau'r au'P
ﬁ ( ditambahkan )}
ag' 28! : .
rq pr Qg 28 i - J k
; + . = %J+ ik) 2u" 22U ag; +
sutP  ourd autl au au'? su? sur
k] : ' :
+ 2 &4 ( 32ui 2u’ + 32"3 ‘au'j; )
j Iauipau!q aulr aulqautr aulp
hasil ini dikurangi dengén : '
28! ‘ 2 i
Pl agii _out ___u__ ._@.u.. £ . ( 22yt ol " u’ 2u_
Y o _--k _.aB ___aQ -.‘_Ir lj et Paed ...ulr "a-n'q‘an'r ":nnlp
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Maka hasil akhirnya adal%h :

2g' . 28" 28" ; .
rq . pr _ P4 _ ( agkj . agik _ agii aul lej 3uk
- outP aurd 2u't 0 out oud 2 7 ou'? out? purt
+ é ( Bzui auj'+ aauj aui )
28" 28" . 28 E |
ra pr 7" pa . 28y , 2Bik _ 2814 \ B O R .
au'? aurd su’™ aut oud 2uf  ou'® su'? sut”
+ %. ( Bui Bauj + Qul Bzuj )
, i} sutt au'P utd sutt autPaut?
_ & 3gkj,+ 281k - 2613 ) aut 24! auk +
- : -, i j k !p . "q lr
oo2u Ju 2u 2utt au au
+§é g aui aauj
[RRe S RPN au'? zu?
t | 1
28"y 28" or 28" pq
% ( . " : - T ) =
aut®? >utt 2u!
=1 ( 28k + 2Bix 28314 ) ou* a«uj ou roge. ( put _2%uJ
zui ou’ auk ?-.gu‘P sud au't 13 aufr sutPour?
oL . 28 o8 3 o i ;)2 j
[pq,r']' = [1d,k] —5 L o4 ogyy S S
auT  2u u au't  Jut¥au!
.oJ?-on--u-o»--.ocoaoonoo-u;ooo (2.50)
Mengingat bentuk : -
Y- r
gt 5T - ghl ‘?ui au; atau;
au ou
g!sT sul inl 2wt
Is - g
u 2u )
Ruas kiri persamaan (2.,50) dikalikan g'&T ,Au'é dan
. ) it 2
'l
? s -
ruas kanannya dikalikan:jghl HQET— ; maka @
} au
sr. h H; 2ui auj hi put¥ aﬁk
g' [Pchr] vl [iij:k] & 731 .r
out® 4 2u'? su'd au ou!

)



a7

dan kemudian jika kita ﬁbnggunakan persamaan (2.41) dengan

penyesuaian indeks - inibks yang sesuai, akan kita peroleh:

-

L h 4 .k i >
{ } 2u [ij,k] —~20L auj ghl.g v gy ghl::g1 _41_22__

P4 2ut® mr? yrd” 1 - autPyyrd
ER . 2 i
. au . _2u hk hi . 271
= |1j,k | =t S + . e
[ j’ ] auﬂP Bulq g glj g aulp au'q
N T h 2. j
_ ghk [ij,kﬂ _2u- _2u + 5. 2.°u
YourP oyed 3 outP oud
{S } T I 't R } o _wl
P a aut® sutP au"il i3 sutlh g

%?1lﬂﬂ‘l.Onl...O............O (2051)

Simbol -~ simbol RIEMAN diturunkan dari simbol - simbol -
Christoffel. |

Persamaan (2.51) didifer?nsialkan ke u'’, maka

y) 2233 2 { } aut _aud .
Zulr aulp aulq jﬁ'r i J .aulp au'q
. h ( 52yt 3&3 . 2 >%ud ) s
i j 2u|p au'r Bﬁlq aulp au'q au|r

2 s 1" ot ° }' 2%yl
-1 W R |
urt {p q} aut? D out® purt

diadakan penukaran indeké q dan r , maka :

2 >2yd N _“é__ { h }, 2ut zuj .
>ud >ut? purt gh'q i3] >u'P 7 au'r
N h } ( 221 sud L —zut 2%yJ ) =
H -
i 2ut? Hud ST aur?  sur? sur”®

i

:2 5 } ' auh ‘I { 5 ' BZuj
—_— ot
2ur? {p q 2ut® | [pg ou'? out®

Dengan mengubah cara penulisan sehingga kedua persamaan ter

sebut akanmenjadi lebih gederhana 3
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E 4 2 %; _out 2u’ u’® N
2utPrutdou” aurk i) >ut?  Hu? aurt
L } ( 2°ut 2wl 2t 22y y .
ij put? >wrt Hud aut? w9 pu't
,
2 5 }r 2ul .\ 8 }) aagh
2u'” |pq 2u® o+ [pal out® put’
2yd 2. ﬁh >ut >u’ aﬁk .
2urPourtdm’ au'd i k| 2u'?  su? aur”
h 22y Ly o 2
+ ( i 1 + q P ) -
i ] au'Pour? Su P suPsuw

2 s 1" auh i { s ]! 3211h
e 1.’_
2utd {p r our® o lpr au?® aurd

Kedua persamaan tersebutpdikurangkan, sehingga kita peroleh

W

hasil sebagal berikut =

2 h}..?’h}),_.ayfm aul _au®
u® 11 g au'Jf ik >ouwtP u? sutt

+ h ( Bagi ‘a u‘-j . auj Baul ) -
id 2ut? pur™ ut? awF surP pud
s 1! ﬁ' 84" h
= 2 }_ - ﬁ-EL_. }‘ y 2.
sout™ | p q 2utt dpr su'®
. 8 ! 2Euh ;m S,}j 22uh‘
pQ sut®aut™ o pr >ut® o
ocoooéuou'occ-.-.ooootoooooco.cio (2'52)
Dengan menggunakan bentuﬁ persamaan (2,51) terdapat ben-

tuk
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zagl

aut? surd

sutP surt Su'?  suT

»2,h

au'® st

>u aud
out® Sutt

i

MR .
2yt f 't {h} ot o
{ L)

i

22yh { B }' au" It } aul oul

au'® zyurd 8 q “ >ut®  outd

Persamaan - persamaan iﬁi disubstitusikan ke persamaan

(2.51), maka kita peroléh bentuk persamaan
g
1 J k h
_a—ll--_ _“2—1;— _-a-ll‘;“ = R'S au NN N (2.53)

sutP surd au{T B par oyi8

h
Ri 3k

dengan jok didefinisikan sebagai :

e R AR

tecvrsennscscassanavesss (2a54)

dengan R15 mempunyai&bentuk persamaan yang sama.

par ”
i
Persamaan (2,53) dikalikan s maka
2 2u
|
h 2ut_ ' _aul au%f ou'® _ RS su st
ik HuiP gyl au*r >ul _ PAr a8yl
r2 sut auj aug- 2yt - ptb auh au't
Tk ou? 5pr? Hutt >yl PAr Syttt
Rh ‘ aui auj au%- au't _ R't
13k S0P g ST pqr



‘30

h

Rijk disebut sebagai Sﬂmbol Rieman Jenis Ke Dua, juga mery

pakan komponen - kompon%h sebuah tensor kontravarian orde
i '
pertama dan tensor kovarian orde ke tiga. -
i
Telah didefinisikan bentuk pertama tensor  Rieman,

yaitu

_ EVg
Roprs = EBxo Reps
Maka dari persamaan (2.2%) kita peroleh

“oprs = o | P {;}h S {%G”"}+ {;H‘?Z‘} {;Hz’"@‘}) j

Mo ireeanenanncaes theesean (2.55)

i
( tentu saja sudah dengan penyesuaian indeks )
I .

Eg[@‘a‘: E] ) +

_ _2_, €0 ~2.

e
3

ol - e fouf

&x9 g% a?f i@f’f] " &xo g% 2?[&’%6%

2u ou

0(( ©

go 8 ( [M‘W‘]{g‘ o)[ - [6954 {;o(} )

+

H

.
b0 'f;%'* [?S’f‘f] - % T lehe] ¢

1 2

S‘gm]f - [Gg’“] {;O(} )
2 (5] - 2 fpoe] * el nd - [

‘ou

-?-g ( [@ ,e] —i{ [(eﬁ', e] + g"® F{&}{S?m};{lg}{;&b

[t}
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Maka dengan mensubstitusikan persamaan (2,41) terdapat

) 98?# 9%& 385
R = e I 1 +
TR o? 3 au@ oL o u
ant
2 . o< @ i’gb“
L] %- ( ———-—-—n +
;u; _ au@ 2u®
G@- w e
+ we I‘u)}{ _} - { -
T e TR O
B auﬁﬂ au(b au au? au"" aubn B aut’au?
2 ;} 2
9 g(bo( ‘:: 2 gﬁ)o{ b)Q w
- o ? ) + g ( D,, '6“3‘(
Qdf au? i;au, 2u ¥
1 g ¥oec .aaghof ) BZEW? 5m—) .
der su’ 5uC >u Sud auou auf’ ou®

LI I B NN RO S A O A A A I T I A I (:2|56)

2 :
2 Byo I aag 928 aag11
R . | ( s + [ 12 - 22 - ) +
1212 T 2 12 T2 1 T 1 AN

2u” yu au~ 2u 2u~ an a2u~ 2u

' wﬁ(ﬁi}ﬂ%}" ti}ﬁ%})
2 12 2 | | |
RRR’*@232§ ) jiia (Z??Hg@tiﬁgktﬁﬁﬂ?.

Dari persamaan (2.56) dipéroleh pula
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Rip120 = Roppy = - Ralga = = Ryopy
. |

Rk @7 = Botpowpp h
Suatu permukaan p;da bidang adalah isometri bila

dan hanya bila Tensor Rie%an adalah Tensor Nol,

Sehingga dapat kita katakan bahwa Tensor Rieman adalah - bHe

saran skalar ( dalam hal ini kita pandang besarnya Tensor
Rieman Bentuk Pertama yang ‘telah dihitung seperti di  atas
dan kemudian dapat dlpergunakan sebagal pedoman pembicaraan

masalah di bawah ini ).

R EI

Didefinisikan besarnya K&;yaiyu : K 5

disebut Lengkungan Gaussg dari suatu permukaan dan juga me
rupakan Lengkungan Total pada suatu permukaan,

Definisi :

- —— XTI T

Lengkungan Gauss d?ri suatu permukaan adalah Dbesar

an skalar.

( sebab telah kita ketahui bahwa Rip3p adalah  be
saran skalar ) 3 '

Karena Tensor gﬁ?; adalah Tensor Nol dan merupa

kan besaran skalar, maka dapat diperoleh :

Definisi : f

Derivatip - deriva%ip kovarian dari g%@ dan gml%
adalah besaran ska@aru

Definigi

- v s o o T it Tt
s ik iy e e

i (=14
Derivatip - derivatip kovarian dari quﬁ dan €& ¢

adalah besaran skaiar.






