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BAB III
PENYELESATAN MATEMATIS DART
PERSAMAAN PERTUMBUHAN PENDUDUK
| Proyeksi penduduk merupakan perkiraan jumlah pen-
dudﬁk dimasa mendatang, proyekéi pen&uduk merupakan suatu
perhi%gngan ilmiah &ang didésafkan padé'asumsi dari kbm_—
ponen laju pertumbuhan penduduk ; yaitu kelahirén ,gkémati
an dan perplndahan penduduk, |
Data dasar yang dlperlukan untuk pembuatan proyeksi
penduduk adalah sebagal berlkut :‘ |
a. Jumlah penduduk menurut kelompok umur dan Jenls
kelamin sebagal data dasar pemﬁuatan.proyek51 penduduk.
b, Besar dan'perkembangén angka kelahiran, kemati-
an dan migrasi penduduk,

c. Tabel kematian yang sesual dehgan perkembangah

Komponen demografi pada periodé proyeks} tersebut.
Didalam bab ini akan'kiﬁa bahas &asalah ini seca-

ra teoritis matematis dengan méngambil %sumsi bahwa pen-

duduk yang dipermasélahkan mer@pakan peéduduk tertutup

{ closed popelation ); yaitu pénduduk y?ng tidak mengalg

mi perpindahan baik kedalam maipun keluér, | o | L éj

i

Pembicaraan akan kitaifokuskan p%da mehcari bentuk

umum persamaan dalam bentuk fungsl fung81 kontlnu yang me
nyatakan berapa besar jumlah kelahlran bayl perempuan yang

L
munglkin terjadi pada t tahun kemudian dar1 sekarang

dan bagaimana penyeleSaian persamaan t¢rsebut secara ma- o !f

' L : : P

tematis, ( diambil asumsi jumlah bayi laki-laki = jumlah
L

bayi perempuan, Jumlah bayl lakl—lakl d%bagl jumlah bayl

perempuan pada waktu lahlr sekﬁtar 1, 05 )

\
!
|
1
!
E
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IIT. 1. Persamaan proyeksi penduduk ditinjau secara konti

i,

Kita misalkan jumlah ﬁanita yan g berumur antara X

dan X + dx adalah k(x)dx. Propo rsi jﬁmlah wanita terse -

but yang masih hidup pada t tahun kem?dian menurut tabel

kematian dalam bentuk fungsiékontinu
1 (x + t) . .

-1 (x
Sehingga jumiah yang diharapﬁan masih
kemudian dari wanita yang sekarang be

X + dx adalah :

L xat i'
k(x), 1(x : 4X atau
dimana p{(x) = %%El

‘Misal probabilitas se&rang wan
mempunyal bayl perempuan dalém interv
adalah m(x) dx,

Maka jﬁmlah bayi pereﬁpuan yan

waktu t dari wanita sekarang berumur

.
»

adalah

hidup pada t tahun

rumur antara x dan

p{_x+t)
k(x), p (% dx

ita berumur x tahun

2] antara X dan x+dx

>
-

akan lahir pada

X - x+dx adalah

perkalian dari jumlah yang bérhasil hidup sampai waktu

t dengan m (x+t) , yaitu:

+
.

Misal : usia terendah seorang

kan adalah « , usia tertinggl seoran

P

hirkan

.m (x+t) dx

wanita dapat melahir

o

g wanita dapat mela -

Maka jumlah bayi perempuan yang akan lahir pada

waktu t untuk semua wanita?yang berhasil hidup déri walk-

f

tu nol ( waktu sekérang }, diperoleh @engan jumlahan meli-

puti semua umur dari mereka yang pad& waktu t berada da-

lam usia dapat melahirkan, yaditu mere

berumur gntara & dan F .

ka ydng pada waktu t

|

|
\
f
|
|
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Jumlah tersebut dapat diperoleh dari

=t .
G (t) = f? k{x). Ei%iil m (x+t) dx
| Jact T P -
-. b <ot —
7=0 | =
Usia ¢ K-t —mcoomemmen + Usia = d~}busia dapat melahir-
-t e = Usﬁa = P kan anak.,

Harga G(t) menyatakan jumlah kelahiran dari pendu-

duk‘mula—mula yang sudah ada;, tetapl
kan juga terjadi kelahiran péda walttu
yang mereka sendiri dilahirkén sesuda
karang) . | !
Misalikan Btt) menyatakan jumla
fungsi dari waktu, Pandang wénita umu
pada walktu t,.yang dilahirkaﬁ-sesudah
dalah jumlah yang berhasil hidup (sur

lahir x tahun sebelumnya (yaitu waktu

t Yok -

T=0 E rf’=t- & o Tit
Totwx ===~=-==--=¥usia
(lahir)

bila t '7/0( maka a-
t dari wanita«-wanita

1 waktu nol (waktu se :

h kelahirun sebapal

r antara ¥ dan x+dx;
waktu nol, mereka a
vive) dari bayl jang

t"":{ [

Jumluh ini adalah B(t-x) p(x) dx ,xgt
. . N ‘

ﬂaﬁita—wanita
paan sejumlnh
lah anak deri
ter

persannil

¥, yaltu:
& :
fO B(t-x) »(x) m(x) dx

“Dengian monjumluhkanfé B{t-x)

G(t) yang merupakin jumlah kelahlran

B(t;x) p{x) m(i) dx. Un

seluruh wanita: yang loh

ini pada walktu t akan mempunyai anak perem=

tuk mendapaltikan jum-

ir sesudah waktu nol,

pebut lkita integralkan meliputl semua harga

p(x) m(x) dx dengpan

dari meveka yang te-

lah hidup pada waktu nol, kita dapatkan persamaan dasar i

i
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B(t) = G(Et) + J; B(t—g) p(x) m(x) dx (IIT.1.1)

Ini merupakan perbamqan 1nteﬁral karena fungsi tak alneta—
hui B(t) muncul baik dLanr maupun didalam tanda integral.
Fembahasan mengenal persamaan (III 1.1) ini akan menempatil

baglan—bag:an selanjutnya dari.bab III dini.

- Pandang persamaan (111, l 1), apablla t;}@ maka G(t)
= 0, karena wanita vang telah hldup paqa waktu nol setelsh
waktu t ZyPakan mempunyai usiajlebih besar dariP sehingga
tidak bilsa melnhirkén anak.'Persaméan dIII.l.l) berubah men
jadi : _ : _

B(t) = Jg B{t-x) pCX)im(x) dx t;F (I1T.1.2)

Persamaan inil mempunyaL kelebLhan dlbandlng (IIT1.1.1) kare-

na merupakan suatu persamaan’ ? yang mempunyan s¢fat~51fat'
1. Jika B(t) adalah solusi, mdk4 eB(t) juga solusi

c=konstanta. '.' 1

2. Jika Bl(t) dan Ba(t) adalah solu81, maka - ;Bl(t)
+B°(t) adalah solu51. '%

Jadi jika Bl(t) dan B (t) solusm, maka clBl(t) +

Ba(t) adalah solusi , ¢q dan ¢y = ko?stanta.

Jika suatu fungsi sudah dltemukgn merupakan penyelg
satlan dari (III.1,2), maka fuﬁgsi ini merupakan penyelesal
an khusus dan penyelesalan yaﬁg lebih hmum untuk penyele -
saian persamaan (I11.1.1) dapat dlbanghn. |

Misalnya ext adalah penyeleualap dari (11I.1.2) uy

l}LIk o I‘l’ I‘a, 1‘3’ o8 b sy Sehlnﬂ'ﬂ,d . ;
L - L ‘

B(t) = Qleqt-rtbegﬁ +’Q39%“-+.;...... (1I1.1.3)
Qs Qoo QB’ ......;konstanta,;Ini merupakun penyeclesaian QQ

ri ([71.1.2). Kita dapat memilih Qi sedemikian hingga meme- -

nuhi persamaan (1I1I.1.1) untuk suatu k‘x) tertentu pada G(t;,
; | L
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CIIT.2. Penyelesaiangsecara kalkulus.

Akan kita coba mendalami persamasn (I1l,1.2) dengan

rt

mensubstitusikan fungsi e®" pada B(t).

B(t) = [ B(t-x) p(x) m(x) dx
0 7 :
t o o
Tt = J e{r(t»x) p(x) m(x) dx

0
1= % e p(x) m(x) dx
o H

Karena m(x) = O untuk semua x, kecuali

Y(r) if eérx p{x) m(é) dx = 1

p(x) m(x) biasa di-singkatjﬁ (x)',; disebut

tion, dapat dikatakan bahwa probabilita

seorang anak perempuan akan hldup dan i

AS xgr’ , mika ¢
ATil.2.2)
Net itaternity Fung

5 (pada woitn lahir)

2 sendirl mempunyal

anak perempuan antara umur a dan a+da adalahgékd) da.

Sedangkan variabel x lebih serlng ditul

sehingga persamaan kadang-kadang dituli

Wiry = [f efra ? (a) d;

is a dari pada X ,

ur

Dengan demikian masalaﬁ kita berubah dari mencari

" fungsi B{t) pada (III.1.2) menjadi menjadi mencari variabel

r pada (I11.2%2).

Sebelum"mencari penyeleéaian dari (III.E.Z) akan ki

ta selidiki dulu sifat- 51fat darl fungsl W(r) Fungsi Pir)

adalah fungsi monoton turun, sebab :
W(r) = - joka e—ra ¢(a) da ,

“ra ¢(50 masing-masing non negatif

a,e * &

!

, sehingga a e

~Ira

¢(a) non nebatlf dllntegra51kan dalam interval non necn-

tif A - (3, maka L(a g™ ra ¢(a) da > 0

1
, atau Yir) = .-L a
T

e~ ra ¢(a) da selalu negatlf. Ini menungukkan fun: ulq/kr)

monoton turun, karena.?(r) monoton turuP maka memoLonL ga-

ris W(r) = 1, hanya pada satu akar real}

saja. Bile Vkr) ai
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.
-

defferensialkan lagi ménjadi
2 -
Wiy = [ a? TR g(a) da
yang.selalu positif, dengan.demlklan £

cekung keatas.

J& 02 g
L ¢(a) da.

Didefinisikan : RO

Ry biasa disebut Net Reproductlon Rate.

anak perempuan yani diharapkan lahir-d

ungsi ¥ (r) pastilah

(a) da

(NRR), yaitu Jjumlah
ari seorang anal pe-

i1 hidup.

rempuan yang lahir sekarang dgnlberhas

Akan kita cari hubungaﬁ antara R, .dengan akar real
dari P (r)

- Jika R, =JP ¢(a).da:7 1, maka ry akar reall-dari

W(r) pastl positif, sebab : hanya blla
, Jika J&(P(a) da R 71, padahal,,L; e
haruslah e 3% { 1 sehingga r,%0 .
i
- Jika R _J q5(a) da | < 1, mak

Y(r) pasti negatif, sebab
iika [y $(a) da = R <1, padahaLjP

haruslah e gy a sehlngga r1< G.
Jadi ry mempunyai. Slfat bila :
Ry { lmakary {0
RO 0

R v 1 malca r}_) 0
Penpertlan-pengortlan tentang 8

berguna untuk membantu menggambarkan g

mencari akar real r dari Y(r). Dalam h
sl diri pada akar real saja walaupun s

juga akar-akar kompleks dari’”(r).

Contoh

e e ma

Gambar kurva ¥ (r)

landa tahun 1965.

hanya bila

rl>0 maka e _< 1

TR ¢ (a)

maka

a rlakar real dari

rl( 0 maka e 1% 7 .
~hE ¢(a) = 1, maka

ifat-sifat diatas
‘rafik‘dariﬁb(r) dan
al ini kita membata

ebenarnyé terdapat

da untuk wanita Be



39

N T~

K A o082 ;
o " ] [

i 1 1 I . )
-804 083 -002 001 T 0 o0t o0 083 004
Gambar (IIT.2.1) !

| Pabel (IIT.2.1). Harga¥ (r) untuk wanita Belanda tahun 65

llarga dari r 2'"0’20 Perincian sekitar r = 0

sampai r = 0,10 _ k
T e R : Pr)
-0, 20 1018,297 | =0,010 1,91870
0,18 491,867 | -0,008 1,80951
-0,16 241,261 | -0,006 1,70678
~0,14 120,220 | . =0,004  1,61012
0,12 60,876 "é 0,002 1,5191k
_0,10 | 31,330 ? 0,000 1,43350
-0,08 16,387 0,002 1,35288
-0,06 8,710 é 0,004 . 1,27697
-0,04 , 4,702 y 0,006 1,20548
-0,02 | 2,577 . 0,008 1,13816
0,00 CL,43% | 0,010 o 1,0747h
0,02 0,809 0,012 | 1,01499
0,04 | 0,462 - 0,014 0,95870
0,06 0,267 0,016 | 0, 90555
0,08 - 0,157 | 0,018 0,85565
0,10 0,093 0,020 - 0,80851

Sumber : Nathan Keyfitz (1968,i00)
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¥ (r) diatas dihitung dengan pendekatan
ye) = If

70,0001 e 12:5% 4 0,0498 &™17#7T
"27:57 . 0 5267 g™5%2 5T

-7, 51

e " T%p(a) m(a) da

0,4912 e

4? 5r + O 004 e

0,055 e
Pendekatan ini akan dibicarakan kemudi

Perhatian kita selanjuﬁnya adal
efisieﬁ QS.'Untuk mencari Qs dengan pe

sung, kita pandang persamaan (III.1.1)

1t

B(t) = 6(8) + f° Blt-a) ¢(a)

atau  G(t)

]

B(t) = [; B(t-a) ¢(a)

Kita gunakan persamaan pembantu :

-22,5r «+
_3?’5r ¥

+ 0,3334 e
+ 0,1716 e

ar .
ah mencari-harga kg

ngintegralan lang-

da

da esess (III.2.3)

e B a(t) at .

P, = 50 SPENE

‘;(111.2.4)

, didapat :

Substitusikan (IIT.2.3) pada (III 2 4)
P = sz _Q [B(t) j B(t a} ¢(a) da]dt (III 2.5)
Kemudian substitusikan : S ‘
“ r.t or ke r.t
B(t) =ZQ, e J =0 e + 2 Q. e d
o1 | | igs 9
i ' r.(t;—aﬁ -'
B(t-a) = ZQ e v P
| 1 |
r (t—a) “ r,(t-a)
= QS e + z: Q e J y
o . J#s

dalam persamaan (I{l1.2.5), didapat :

torgt r't . r_(t-a) '

P, = J lQS e 5 - j; Qg e ° @ (a) dn] dt
+ R - |
' \ .
eam 0 = p _rst ot | r (t-a)

de@bdn Rs = EE; IO e Qu.e u- o I; Q © u ¢ (a) d%'ﬂt
(akan dibuktikan kemudian bahwa R zéO).




P, = Q ]E [1 -jot e—?S ¢ (a)
f -r_a ,5‘
= Qg S(r; [JOE e 7 qﬁga) da -
+Rs -
(k1renﬁjf I‘Sa(,’)(a) da = 1, ﬁntuk ry

padrhal

(g[’ —rsaqs(a) ia _,: Ii:
0
maka

e

-r é“
s $(a) da

Kita akan mempertukarkan uyutan pengin

-—r a H
Py = stf; fg e ° ¢(§) it da

-r_a ? ‘ '
Py = ﬂSJf Ii e ° $(a) da at +

da ]dt # RS

akardari (III.2.2))

P -r.a
J e

S ¢(é) da

Rs
tegralan, menjadi :

Rs_

o+

Hal ini dapat kita lakukan kafena inte

rupakan luasan dari sepitiga baglan at
.npan j J dt da (lihat=gambar).
f.

da |

Cambar (IIT.2, )

gralf?ff da dt me-
) 0 %

hs, demikian jupga de

P = q '[a e“rsag‘ﬁ('a) &t da + R
diinterralkan torh*dap t,
-r_a _
- L"‘I? 1 e 8 ¢(a) da + I.—) .qonn(IIIoE'.6)
=0
(sebab :Ia dt = a)
O .
Akan dibuktikan Rs =0
Bukti
f (t a)

po-rgt r. 4
e > Joe

f.IOIQue

¢(a) da]
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. wr t rr %. r (t-a)
dengan R_ , = Quf? e °© [e u - IZ e 1 @ (a) daJdt ,

dimana u ¢ s.

: (r.-r )t i (r  -r 5t -r _
Rs,u Qu!glé 4“8 -1§ e ' Bl e uiﬁ(a) da]dt

e [ - -
= Qujg e(ru Ts 1 - j; e u® qS(a) da]dt

(r.~r )t [{P - -
= Qujp TS \Sz e ¥ $a) aa -
o - -~ QO ;

fio

"I‘ua :
(kita gunakan I e ¢(a) da = 1, untuk Ty akardari}a(r))

?“a ¢ (a)daj]dt.

‘ (r -r \t P -r a :

= [? o W 78) j e “‘?5(a_)_da] at
u g b t :

kita pettukarkan urutan penginﬁegralan, didépat H

. . -r_a d r -r )t
Hs’u = Q Sz_e “ ¢(a) {g e( u s dt da

keterangan :

. ;2 £(t) [SE g(a) da]dt

bt .
'{o ]t £(t)g(a) dadt =

jg [g £(t) gla) dtda = fg g(a)[? £(t) dtda

.O
; -T ; (r br )a |
Rs,u = gﬁst:Ig ¢ ua¢(é) (e " ° -1)da
C [
- Su_r ‘R:)e = clf’:(a) da—-Jée Fy? $(a) da
u s - A -
- % -
T Fs
:_:O

Dari (III.2.6), dengan R, = 0 c.i:idapat :




4%

Q = S
S - a

o J? ae °¢@¢(a)da
| o

. Dari (III.E.Q), didapat

~r t .

Q - S? o s a(t) dt:

5 7 e
Si ae - gb(a) da

Blla kita tahu G(t), jumlah kglahiran
sudah lahir sebelum waktu t=0, dan diq
taé hidup dari lahir dan angké keiahir
Q, dapat dicari dari (IIT.2.7).

Sebagai contoh khusus,_misalnya

perempuan lahir pada waktu & O Anak-g

kan melahlrkan anak perempuan ‘terdistr

B, p(tIm(t) = B, $(t).

Masukkén harga
da (III.2.7), didapat : |

| Boj?e— ¢(t)-dt”
% = 3 |
S "s® P(a) da
=B ..
-¥r)

Sehingga jumlah kelahiran padé waktu ©
perhitungkan akar—ékar kompleks adalah

r-t
1
BO eS

- VJ'_ (I‘l)

ITT.3. Penyelesailan dari persamaan kar

‘rlt

B(t) e

=Ql

numerik,
Untuk menentukan akar dari pers

W(r) :Jﬁ e

-rx :
plx) m(x) dx

(IT1.2.7)

dari penduduk yang
sumsikan probabili-
an tertentu, maka
sebanyak B0 analk
nalk Perempuan ini Q 
ibusi sebagai

ini untuk G(t) pa- :

(fIr.2.8)

dengan tidak mem-

.
-

akteristik secara

amaan (I1II.2.2)

dengan_menggunakan:Tabel Kematian, kita pakai pendekatan

L
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dari 1, Y(r), sebagai berikut :

: Pﬁ*—r(x+2 53
. lO }”(I‘) :Z(:‘e ’ . 5LX SFX

5Lx-adalah jumlah tahun kehiduﬁan antarﬁ umur x dan X+5.
' 5Fx adalah angka kelahiran bayli perempuan menurut umur ,
untuk wanita umur x - X+Hao
d_adalah umur terendah sebfaﬁg wanita dapat melahirkan,
ambilfh = 10 f |
p_adalah unur tertinggi seoféng wanita dapat melahirkan,
‘ambilp = 50 ; |
Persamaan (III.2.2) didekati oleh :

1Y@ = e"12,5T -17,5r

LlO 5FlO + ; 5L15 5F15+ ess T

5

~U47,50 o I

e ’ 51;1_’_5 5F45 f 1o ceeeeo(IIT,3,1)

Bukti | §
?oor(xet) .

Pandang integral 10 e-rJX+. p(x+t)m(x+t) dt,

X = lO, 15, see L5

'e~r(10+t)

5 o |
Untuk x=10 ~-= f3. p(10+t)m(10+t) dt

. -
Untuk x=15 ~--+ [ T (1504 n(154t) at

¥
a-r(20+t)

Untuk X=20 —=-a | p(20+t)m(20+t) dt

]

5 |
Untuk x=45 ———v J_ e T s ieyn(y5at) at

Maka
‘ -rX

K p(x)m(x) dx

e

7 . :

j e'r(“+t)p(x+t)m(x+t)=1

X=10,15, ..,45 ° | “
Padahal ‘g e*rcx+t)p(x+ﬁ)m(x+t) dt , X=10,15,..,45

dapat digantikan deﬁgan hasil ﬁaii H

- suatu harga tengahan : e_r(xf2’5)
N : ‘ L
- suatu integral :Jb p(x+t) dt.=]5 L(g+t) at = 2-X
o o 1, 1,
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| [ k(x+tIm(x+t) dt
- ratlo dari 2 integral ;=== r: R S = 5Fy
\ [2 k(x+t) at

Sehingga :

g e T piaitimxat) at = o B

z__ IE e Ty (it ym(xat) dt
x:lO,...,45 , ' :; o

L
,-12,5r 5000 ,-17,57
| ~ 5710 * 5

Yy(r) =L&ig e-rxp(x) m(x) dx

_E gFg*eent o

]

| L ? L
-12,5r 510 5 -47,5r 57
= e | EI;- 5P10 + "f....-...lnu+ e EIiEB?QB

Terbukti bahwa :
Lf(r) = e 1577 (L P e -17, 5r

oU7,5T g
55 5545

o

5 l5 5F15 t s sesse +:

Sebenarnya dekomp08181 dari lntegral tersebut mem=-

'puﬁyai error, tetapl pendekatau tersebut oleh para ahli dge

mograf dianggap tidak terlalu:buruk.

Sekarang akan diberikan illustrasi yang menggambar-

kan perbandingan jumlah bayi pérempuan
1ah bayi lakinlaki:yang lahirn
Tabel (III.3.1). Jumlah bayi lakl laki

perempuan untuk heberapa 1nterval umur

yang lahir dan jum-

dibagi jumlah bayi

1bu pada 3 negara

e [ REEGE | B8 [ B
15 - 19 1,068 | 1,045 1,056
20 - 2 1,060 1,054 1,050
25 - 29 . 1,065 1,o5§' 1,047
30 - 34 1,059 1,052 1,039
35 = 39 1,041 1,050 1,039

Sumber : Nathan Keyfitz (1968,109)



46

Dari tabel jelas terlihat bahwa| perbedaan jumlah

bayi. 1aki laki dengan jumlah béyi perempuan untuk semua

umur 1bu tidalklah te*ldlu besar. Sehlnbga dapat disimpul
kan bahwa jumlah bayl perempuan yang lahlr pada waktu L
dapat pula menggambarkan Jumlah bayi lak1~1ak1 yang la~-

hir pada waktu t.

Untuk mendapatlkan hargé r akan kita gunalian pende—'
katan secara numerik, Mula-mula kita tentukan harga r,de-
ngén pendekatan, awal :
1n RO

m

dimana R, : Net -Reproduction Rate

P

(lihat persamaan (IV.1.9))

M : rata-rata umur seorang wanita mampu melahir-

kan pada penduduk:stasioner.

ct
..

R, didekati dengan‘cara'sebagéi beriku

R, quig p(x) m(x) dxé.

=2 fz p(x+t) mx+t) dt
X=10,15, « ., 45 5
= g Jernlit
§2 = at . Qecpmm
A X=T0,15, o0y 45 f2 k(x+t)at
=S e r
£210,15,:.,45 o O ¥

x.=10,1.5, 00,11-5‘ 5 *

Jadi R.a > 5

0 YT10,15, ..,45 9¢X

Ry f |

Sedang,ﬁl = 5 (lihat persamaan (IV.l.3))
0

dengan Ry = P=50 X p(x) m{x) dx
_ | «:10

_ Ig (x+t) p(x+t) m(x+t) dt
f':U-.' X:lO,lS,..,l;.B :

| (+2, 90 L I)k(x+t)m(x+t)dt
+2, -ﬁmi__
~ X:lo'lf’; ey 5 - °© 0 l5k(x+t)d'ﬁ
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‘ L
=5 (x42,5) 2 .F
X=I0;15, .4, 45 e EIS > %

= > (x+2 i
%=10,15,..,45 ) 5P

x=10,15, . ¢, 445 °

Beberapa metode numerik dapat kita gunakan untuk
: [

1 1
mencari harga r darisb(r) = 1l ‘dan menggunakan persamaan

"1?351' T,

- - _.=12,5r _ ‘
(Ill.B.l}lk(r)lone 5L1025F10 + e ~ shs 5F15 +

_i!-’?’ 51‘

LR N R +e

slys sTys = 1o

dengan ketelitian éampai beberapa desimal sesual yang ki
ta harapkan., |
a. Metode dari Ansléy Coale
Pei‘samaan y’ (r) =_' 1

Ambil pendekatan awal r = ““7&" dan| r= 0.

*

]
Lp
+
o

b
\
ix ]

I
H

Jika ¥(r")» 1, ambil r"

¥

Jika W (r )< 1, ambil r

It

r* 0,5 lrir]

Demikian pula proses selanjutﬁya.

b. Metode Newton Raphson

Persamaan Y(r)= 1, dapat ditulis : F(r) =¥(r) -1 =0 .
. ) - |
‘Bila diketahul persamaan F(x) = 0, maka pendekatan akar x
dari persamaan (x) = 0, dicari dengan rumus :
F(x .;
- - n=1}
*n = Xpo1 ﬁﬁxnﬂl .

Maka harga akar r dari F(r):W{r)-l:O, dapat dicari dengan .

* Y(r)-1
I‘.:I‘—ﬁ%r

c. Metode Iterasi

Pahdang persamaan
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-12 5r - =17,5r
510 5o * @ 5L15 5F15 *

—4?,5r : _
° stys 575 = to

%

L
-12 s or ( lO)

f L, ook
5710 +‘.,..,,.._+ o (iiﬁi) P55

kalikan kedua ruas dengan 927 5 didapat !

027257 _ c157 (2710,

—POr(Q Qﬁ)
5 45

Metode iterasi mulai kita jalankan sebagal berlkut :

P72 2% = 12T (EIEQ) 5F10 SRR RETERNAAL
. o :

in RoA

i

ambil harga r awal, r®

L, .
-20r 5 45 :
( R ) 5F45

s kemudian hitung harga di-

sebelah kanan tanda sama dengan kemudlan di ln kan dan

dikalikan dengan 1/2? 5 untuk mendapatkan harga r . La-

lu substitusikan r pada T untuk mendapatkan r " demiki
an seterusnya. '
Contoh : | L
Tabel (1II.3.2). Diberikan daﬁa~datalsgbagai berikut
. | 5Lx : 5Kx/1QOO 5By
. penduduk ‘wanita kelahiran
5 487.312 10,0@6 0
10 486.502 9,065 7.816
15 485,484 C 8.0@5, 585,710
20 - 483,940 6.546 1-43?.486{
25 482.030 5.614 11,007.362
30 479.486 5.632 585.006
35 4?5-789i 6.193 309.814
.40 470,394 - 6345 87.626
45 462 418 5.796 4,670
laki 2.060.162
perempuan 1.967.328
jumlah ;| 4+027.490
Sumber : Nathan Keyfitz (196&,29) |
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x 51-3{-2;3;; 1359255 5¢‘5—%——f- (x42,5) B, |(x32,5)% B,
i
10| 0,00042 ? 0,00205 '0,02563 0,32031
15 0,03556 0,17265 3,02138 52, 87406
20 0,10742 0,51983 11,69616 263,16394
25 | 0,08765 0,42250 11,61875 | 319,51563
50| 0,05074 0,24328 | 7,90660 | 256,96450
35 0,02144 . 0,11627 4, 36013 163, 50469
10 0,00675 | 0,03173 '1,3485$ 57,31231
I5 0,00039 0,00182 6,0864?' I,10638
_ :
jumlah| 1,51013 40,06365 1117,76182
= Ro = Rl = R2
Keterangan :
X = interval umur dari x - x%ﬁ
7SLX = jumlah tahun kehidupanldari umur % - X+5
| (dari Tabel Kematian5 ; |
5Kx'= jumlah populasi wanita y&hg berumﬁr antara x - x+45
5BX = jumlah kelahiran dari wan?ta umur antara x - X45
F o Jumlah bayli perempuan déri wanita ﬁmur X - xX+5
o X ‘jumlah penduduk wanita umur x - X+5
_lgumlah seluruh kelahiran.aari wanita umur x - x+45
jumlah penduduk wanita umur X - X+5
proporsi jumlah bayi pera@puan.
Ro = 2210,15,,.,45 #x =103
Ry = §530,15,..345_ (x42,5) §Px = 40,06365
poo B o A0.00%63  og 3 (persamaan (IV.1.3))
R, 1,51013 : |
G2 - 2= (Ry® o LLITT6182 | (o 5552 | 36,33
T R; T1,51013 20y
(lihat persamaan (IV.l.q)j




50

In Ro  1n 1,51013
M 26,53 ,
‘'{lihat persamaan (IV.l,Qj)

I‘eatwall_ -

= 0,015537

Bila dikerjakan dengan metode Iferasi a

ga r % 0,015703

khirnya didapat har

6,53)%-2.36,33 0,412

re A ~VUe- 2T%1p Ro -~ 56,53-\/(2

0,015706

il

(1lihat peréémaanl(IV

I1I.4. Penyelesaian umum melalui Transt

Sebelum kita memperguﬁékan Tréns
tuk mencari penyeiesaian umum éari pers
kan kita bicarakan dulu Transférmasi Lai

Definisi :

Transformasi Laplace dari h(t) a

definisikan sebagai :

h*(r) = J“

o o TF n(t) dt

‘dengan r bilangan real dan improper int
Definisi lain adalah : .
: v o
. o _
g"(p) = pf, P g(t) at
vang biasa digunakan dalam fisika. Teta

gunakan definisi yang pertamau-

woo
Bila h(t) =1 , meka h'(r)=[ o' 1
9]
: * w
Bila h(t) = £ maka h (r):J! e rt £
‘ 0
’ I‘t : -
Bila h(t) = ¢ ® , maka h*(r)=Ie e Tt o
o
Beberapa sifat dari Transformasi
1. Jika Transformasi Laﬁlace dar
maka Transformasi dari K h(t)'édalah:K

2. Jika Transformasi dari h(t) d

E % * :
sing h (r) dan k (r), maka Transformasi

T 36,33
.1.8))

ormasi Laplace

formasi Laplace un-

amaan (IIT,1.1) ,a-

| .
placek secara umum,

dalah h*(t) yang d;-
egral tersebut ada.

pi disini akan kita

1
dt= 7
‘ n
dt = ;n+
-r t
5 1
dt = —
5
Laplace :

i h(t) adalah h (r),
* _
h (r), K = konstanta

an k(t) masing-ma -

dari { h{t)+k(t) )
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adalah ( h(t)+k(t) )# = h*(r) + k*(r)
‘ Darit 1 dan 2, Transformaﬁi Laplac

linier .

3. Teorema convulusi yang dapat q

. : . ‘L
ﬂt-h(t-a) k(a) da]* =h'(r) k (r)
0 L

Sekarang kita pandaﬁg persamaan

COB(t) = a(t) + (Y B(t-x) B (x) ax
| o .

Masing-masing fungsi mempunyal transform
' * woo
B (r) =f &' B(t) at

0 |

G*(r) =jm e"#t G(t) dt
0 : ‘

¢ (r) =" e“l“t;z') (t) dt , sedangka
. O

0

[gb,B(_t-x) ¢(5£) dx]* = .Bf*(r) B (z

Dengan sifat-sifat dari Transforn

persamaan (III.1.1) mempunyai transforma
B*(r) = 6" (r) + B*(r)gS*}r)
B*(r) - B'(r) 8" () = & (r)
B'(r) (1 -6"(0) ) = 6"
Maka : ‘ '
BN - _Eiiil_ Civies s (ﬂ

1-4" ()

Pandang ponyebut dari persamaan (

e adalah operafor

inyatakan :

TIT.1.1)

asl sebagaiberikut:

n

)

asi Laplace, maka

si:

IT.4.1)

TI1T.4.1) , yaitu:

* . o | _ .
1 -@ (r)., Bila T1s Tpr o eeey Tpye.. merupakan akar-akar da-

ri persamaan%’(r) = 1, maka'rl,éra, ""}k"" tersebut ju-

ga merupakan akar-akar dari persamaan 1

¢*(r) =1, sebab

Y(r) = ff e™* 4 (1) at

- ¢ *(r) = 0, atau
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Dengan mengikuti cara Feller akan kita uraiken B (r),

WY(r) = Jm' o Tt g(t) dt
. ‘ . (o] :
*
! = ¢ (I‘) = 1
menjadi :
*
B*(r) - G (r) |
1- ¢ (r) :
Q Q q
= l + 2 + :‘3 + -
r-rq r-rs nmrB
dengan Iy, Tpy sesy Tpyees adalah aka

Yir) =gfxr) =
glen-koefisien yang akan dlcarl.
Untuk mendapatkan harga Q], Qa,
dengan cara : |
Anbil v = v + € dalam (IIL.4:2), dan
maka : s .
L
_(r - rk) G (r)
* .
- ¢ (r)

1im
I‘-;I"k

e

1. G (r) + (r-=r

1l , dan Q, Qgs cony Q)

k) dr o’ (.

Qe

I‘—I‘k

+

+eo (IIT.4,2)

r-akar persamaan :
l:{’ 4 08 adalah kOefi—

w ooy Ql{.’ o.-., dapat

diambil 1limit € =

r)

Kita lihat persamaan (III.2.7)

1
Qs ~
s?

0

_rs‘t

e G(t) dt%

-r_a
a e’

?5 (a)da.

I=r

Lohe3)




5%

*®

G )
! *.Q_ g(r)

r=r
B8

Sehingga ternyata persamaan (III 4.3) l1dentik dengan per-
samaan (III 2 7). |
Deret dalam persamaan (111.4;2) mudah diinversikan,'

sebab :

r T ¥ W ot
(Q e ) = J e Tt Q © 57 at
- Yo Y i
w(r-r, )t
= g *-Ty )t g
e
.
r-ry,
‘ - ! rkt
atau invers dari Q/r-r, adalah Q, e .

Sehingga penyelesalan umum B(t) dari persamaan (I1r.1.1) ,

P
[

dldapat dengan invers dari B (r) i






