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dibedakan a
Banyak peng
ltoh ke empa
hngilnya be
teoritis,mi

Pada
fisik didap

perimentil,

t

kimia eksperimentil.
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BAB I
PERSAMAAN—PERSAMAAE LAGRANGE

‘KI.ASI PIKAST s:rs'rm DINAMIKA

Dalam sistem dinamika tex
Kasi yaitu ::

: Scleronomic

i Rheonbmic:
QCOnservative .
'HOnconsérvati%e
~ Holonomic
AMonholonoﬁic

Dalam.éistem.sCleronomic konfigu

berikan ketika nilai~nilal dari

ordj.nat umun q’l .i q?_ x v e qn di

rheonomic diperlukan untuk menet

Dengan perkatasn lain sebugh sis

lah sistem yang ﬁanya mempunyal

tap, sedangkan sebualy sistem rheo
dal a~kendal. a bergerak.

Mi galnya : |

- sehuah,ﬁaﬁdul dengan ti

lah,scléronomic.

- sebtah bandul dengan ti

DAN HAMILTON

dapat enam klasifi -

rasl dard 51stem di~
sebuah hlmpunan ko~
dapat slstem gistem
apkan gel ang waktu t..

tem scleronomic ada~

kendal a~kendala tewm

nomic mempunyéi ken-

tik beban tetap ada-

tik beban dengau gem

rakan,tertentu adal ak rheonomic.
(

Dalam sistem conserwat;ve Faya»gaya [iiRVii] dapat ditue

runkan dari sabuah energl potenslal ¥ ,Jika tidak

demiklan sistem 1ni meruPakan smstem nonconservatxve.'

Dalam‘sistem holonomic dapat daﬁerikan variasl bebas

seharang pada koordjnatukoordlnat umum - tanpa m9rusak

|
kenda}a~kendala ;sedang dal am s#stem nonholonomic
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ng paling éederﬁana dan bi
.ama (‘?imple systems );Teo
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nysa buﬁam @ntuk'mempersuli
ihan tétépi untmk memberik
umum dimamika maka yang a
ststem &iﬂamiké sederhana
AAN?LnGRANQE UNCUK. SEBUAH
DANG.

belum membicerakan persama
hui terleblh dahulu tentan
rcepatan. _

imaksud deﬁgan gaya yaitu
tuan waktu afeu dlfferen81

ctu j“;_%.'

;_dt

dan holonomic ada-
asa disebut sistem
ri dinamika umhm

ana ini tetanl daﬂ
A slstem, mlsalnya
hholonomic. Karena

t keadaan umum;yang'
an apresiasi ibagi

kan dibicarsekan hg-

PARTIKEL PADA SEBU-

=39} Legrange harus

g gaya, kecepatan

erubahan momentum

al momentum terha -

1maksud dengﬁn kecepatan y
per.
ap waktu.

imaksud demgah percepatan

n per satuan waktu.

Untuk mendapétkaﬂ percepatan dapat diuraukan sgbagai‘

beriku

t

(x,

¥y) sevagai ‘sumbu kartesius.

et
1]

altu Jarak yang di-

atuan waktu atau defferensmal koordlnat

aitu pensmbahan ke

Misalnyafadazsebuah benda bergerak‘dengan sumbu

kecepatan

a

it

percepatan
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a ‘

Ax = ( X5
v = AX v o= AY
4t At
v = 1im;£i£ v = lim 5%1
-0 At t-o A%
_dx - 4
dt -4t
. dv . v
8 = 4% &= I
_ 4 odx .4 gy
S dt dt o T4t at
- d2 ¥ _ d2 v
as? dt®
S.}E :“yﬂ

sehingg
buah bi
paya ya

raknya

L4

Migslny

adalah?ﬁﬁ‘é
mx =X
il Dy“ = Y

a partikel bermessa m yang
dang, O, sumbu cartesisan

ng bekérjajpada'partikel ma

Iah fun

y o= 7Ca;, a5 )
Maka didgpat empat: turunen parsiil
P x @ k
949 @9
Ry 33
2 99 2dp
Sekarang yvang akﬁa;dipelajari adal
- ri partikel tersebut, jadi tidak pe
kan persamaan : '
| mix = X

T, daﬁi'(:qq, o, )} dan dap

|

il

x (ay 5 a5 )

d

bergerak pada;se-
an X,Y komponen

ka pergamaan ge -

ER P qaiRQOrdinat kurvilinier maka (x,y)ada

at ditulis

yantu :

ah kinematika da~
rlu lagi menggung
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Bila partikel;héréerak sebarang maka keempat varia <

3

bel ( x, ¥ ,q1,§25) merupskan fungei waktu t , ISéa

'hingga turunan darl

.‘5{ = X ( ql’ q': )

y = ( qlg %@ )
adal ah - o

Y -2x 3, 2x ¢

T R ANET PR
dengan

X dan ¥y merupakan fung,si empat bugh. besaran\y( 93905

S 2¥ i, 2% ¢
( - 'aqle ql+ aqa 1

=f(q1,q2,q1,q2)

ﬁ‘
- §=f_(ql’q2’ql’q2)
sehinggT

AR il
\ ; 'y : 3 3
_%gl -%.gé @% E’%‘a

Dan turunap pai‘siil?nya terhadap &}

2% _:?.—lgi . 3%
94 'aql ooPa,
2y ¥ 23
3§, Qcil 24,

Hasil ini disebut penghilemgan titik atau penghapus-

an ( caucellation of the dots ).

Disamplng itu didapat pula

% s q2 adalah laju perubahan posisi,

(1.1)
(1.2)

a1 tu

yang dapa‘t pula ditulis gebagal berikut :

(1.3)

didapac delapan turunan parslil yaitu :°
(1.4)

dan 52 adalah :

S X

aqa_‘

949,

Qx !; X °- : 3 l"lé- a
— o — T2 X g
3 q :afqa . Da,9q.

1 5 1 . p 2

'(i.s)

(1.6)




h
2 | 4 2 ‘ »
?j = o . — q’l +_§,..._}E qa
24, 94,94 aqg |
2. 2. .
..?__y e ..?__% ql: + 9 qa.
94y | ey . 99y,
o ] 23’ . 211 + o ay a '
—— .:Z —_ """'"_ _-'"'E a
34, | 94,90 993
22X cilan 2x rhasingwmaéing merupakan fungsl q
59 245 %
dan q, dan ini Juga merupakan gun%si ~t, oleh
sebab itu : . i |
: 2 ‘ pad ®
9 Q X L} ol .
—& 2x . 5-"5.q1+~~"x B PO )
at 94 ay T 995D 9 |
' - ; 2. .
...c.i. ?._}_c. = ...%]..'x‘ 9 * ..?....,_}és q-
dt 2 q? f o g @ q, 'E)qa‘
Membandingkan :ixii édengan persamaan (1.6) di  atas
tampak hasil ycmg ‘sama didapat dari persamasn
x = BE g 48% g
aql z’qa
y| = ?...z ql +£31: . qa
yaitu ' ,
d 2x _ ?;...2{, 4. .2x . 2E. a.s)
at  294q; 29 dt dgq, 94,
4 2y _ 2y 4 ey _ 23
dt gl ) 'g;ql dt 'a[qa qu
Heeil ini disebut "’saling tukar an?ara d dan D ".
Cara ini dan panghi;langan titik dipakal terus dslam
metode Lagrange. l[ |
Dengen tetap menganggap partikei mémpunyai gerak BE-~
barang dapat dituliskan energi kinetiknya sebaga.l




5
berikut : : _ i
T o=%m (% + ¥)
Dengan mensubst%itius:?tkam ;c dan ;r didapat : :
7 - % mi [%Q...@__..}.{.. )2 “]2 ‘+ 2 (__9;__2;)(__9;,_;)-}-
; 3 q‘l' A a ql Qqa
(—9—1‘) % } {@J)?’qf v 2 (A4 21y
Qqa ‘ ) =;)ql gql 9‘12 ‘
PSSR ]
- 42 .

Dapat dilihat T"mferupal;{an fungsi

‘ * .
ql ) q2 3 ql'9§q2

yang dapat ditu?li%s :

T :T(iq;L3§Q29 qls'q2) _ o
Sebenarn?a fun351 ini merupakan funggl kwadrst dari "
ql dan q2 sehingga
‘ T z‘_m_(:aqu+2h211&2+b;:1§)
denggn a , h E fungsi 9 5 9
) U | 2 L= .

Dari T |= % m ( x + ¥7) dapat dicari

21 . mx BX oy 2 (1.9)

9 9 90 9qy :

91 _ mx 2X,4 ngy2d
Dengan menghilafngka;n titik didapat _

2T . ax2X 4y (1.10)

9'611 : 3 0 qu :

3T . wx 2% . my 3

o d, - 9 P 9 q2

. : | |
Dengan menggunakan defierensiasi pea[rsamaan ini ter ~ .
hadap £/ dan menggant: 4 dan 3 ﬁidapat
| _
r
t




dengen pertambahan’

9y s+ G, dalem

Hubungan pertaﬁbah.an dalam x dan
. =X . :‘)k
8y = 3-’ y &q +335 a5

9 >,

‘Sedangkan usaha yang dil akukan ole

perpindahan ini adal ah

6
d g T - : ‘e 3 X ae gy Y g;{
s BXTimy T 4mx T o
dt qu' qu Bql 'c"."ql
my 37 (1.11)
P9y
d 9 T .4 e 3 5[ L 93 * 'a ;E
e = m X e+ MY Tt m X e o4
. . : _
.dt 9 % 89, i, =X P8
2y 23
99,
Persamasan ini :dikuﬁ?angi: dengan persamasn (1,.,9)dida-
pat : | -
d 9T R e DY (1.12)
T T s o m X T 4w oy '
dt 2 1 2 fil ' P ql pi ql
‘d. ;} T _. 9 T ' a x (X a y
--‘--—-;-:-_;-mmxfﬂ-+my—--
at 94, :a 95 @ 95 2 P
Setliap perpind;ah;'ang sebarang partikel sébanding

koordinat Gy dpe
¥y adalah

(1.13)

n gaye-gaya dalam
(Lo1)

¢ S qi

)+Y(aql

Ew = xgx + T &y
maka didapat -
&lw = X(Q_zsgql+.?«£g
o 42
"?’gé-:i(a_)




!SW. =(xax+ng)qu

atau

va¥
=
It

Kemudlan
X
Y

maka didapat

d

—— ——

N
H

T
TECRET

'qu

cx?3$-+y?§@ )B4,

94,

XX

SN
I

X........_..-- Y

dibawa ke persamaan gereak

= mX

37T

- .

29T . 2T

———— — ey

dt ha : Qqa

ng )

¥

Y

H

il

il

ini merupakan péréamaaa

pada sebuah bidang, dengan :

T

Persamsaan

qy

o o
g

e

9

24,

Y & ‘11 v §a, (11

T
<

(1.16)

2
e

|

a5

x2X Ly &

9 X 2y (1.17)
gql i 'gql :

Bx a7
29, 819,

& (1.18)

Q

gerak . mebuah partikei

y dp % koordinat kurvilinier sebarang.

;: emergi kinetik ( Tinyatak&n seba -

gai flmgﬁi dari ( 1:.q2,quq2 )

1 int diaebgt "Persamaanape?samaan gerak La-




Bila =i
V maka

 Untuk m
purna m

“yaltu

Selanju

kadang-

diketshui bahw'z L adalah sebuah

ditulis

stemnya conservative dengar

-Ev

S

iy

Q)

v meruﬁakaq fungsl dardi 4
enulis‘%peréamaan gerak Lag:

aka akan ssunpa.i. pada defin:i

I, =

WE =
. .2Y

3‘31

- .2y

99

T o~V

» energl potemsial
(1.19)

» qZ .
ange secara sem -

si fungs:. Lagrar.cge

tnya L merupakan simbol dari Lagrange ysng

kadang disebut sebaga:!. enezgi ki‘nvetis.. ﬁer-iu

ebagai

dan turunan

gehingg

pq,r sii@lnya adalah

i

H

L = L ( ql 3 qZ s ql s qi )

fungal yang dapat

21 2] 21 (1.20)
5 g 34, 91, |
Y PN T _ oV

99 3y @4 D4

a persamaari Lagrange-nya dapat ditulis :

o

dt ®g; 9q

d |
**'*“Efn — e Ql'
¢t 59 99

d 9L, L 9V
— = {4 )
toqy 94 9y
d 3L QL 2V
dt 93 99 39
a 9L oL

— e m =0

9V

ety

9 a4y
5V

>4

ceou(a)




1.3

(a) dan (b)) :
ld 9L oL
— —— e —— = 0
dt qu 'gg'ql '
d 9L 2L

Dengan

sebu
yang di
ri meto
Untuk m
kurvili
L (g

gecarsa

PERSAMA

tem yan

dt 29, 24,

T
at 24, aq2 |

demizkian telah d:fdapat gambaxan, Bederhana tent.eng

|

ah partikel yang bergerak

Pa

d 7% o

Ty T = Ry

it 99, 99, |

d oL 2L oV 2V
— e () m -

dt 2 39 I9 84,
4 PL.BL_8Y _ 2%

it 2 q2 e qg 94 249,

d 9L 3L

---u---—-—:---""-"-' :0 w00 es * & (b)

Lagrange .

(-l‘a 2.1)

Perganaan~persamasn

da. sebush bidang

hasﬁlkan oleh pemikiran segara sistematls da~

de umum dinamikau

endapatkan;persamaan gerak

nier hanya perlu diingat satu fungst |

setiap koordinat

T P ,féi f &é ) kemudian %engopefasikannya

biasa.

AN HAMILTON

Pada bag;ién ini eken dibicarakan sebuah sig-

g mengikiti persamasn Lagrange dalam bentuk :

_,,_?__I:—n 0

d 9L
dt 2 9
g

(1.22 )

L adalah fungsi Lagrange d?ri n besaran q

Fiiriimon A ;:rn'! n

tarhadan’t

dan t 1tu men -
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&ri,ﬁihﬁis:.

L = QLj(;q s 3, t)

Spesl flkasi iﬁﬁ ﬁefmaSuk slstem dinamika sederh@na‘

tertentu, i : i | | .

Di sini- terds{pat ;dua ketentuan yaitu : _

1. L tidﬁkéﬁerupakan bentuk kwadeat dalaﬁ Ko
cepétan?mkeCépatan umum ( seperti biasanfa
dal em sistem dinamika sederhana ). -

2o % dilkutkan sebagai argumen tamhahan da-
lam' L

1.4, PERSAMAAN HAMILTON DAN PERSAMAAN GERAK DALAM BENTUK

KANONIK.
Nyatasken :  p. '= 2L | (1.23)
P 24
T 9
dengan| n besaran p adalah momenta umum.
Dal am persamaén?iﬁi o dinyatakan sebagal fungsi q
q , da:‘x t. Pérsa::naan sebanyak ni ini akan disele -
| salkan untuk‘ﬁeﬁdépatkan ﬁpr‘dan q(D dinyatakan
dalam |q , p ;\t.é Maka L sendiri dapat dinyataken
Bebagal fungsi dari q , p dan %, Untuk_menyata -
ken 1| dalam qyp,t besaran | didefinisikan

sebagal :

; A:.e 2;& -1 @
p=t *p " |

‘akan digunakan untuk menyatakan L dalsm q , ﬁ s Lo
Begaran H inj disebut fungsi Hamilton, yang ditu -

- 1lids sebagal :f
H = E (‘q s P t)

dalam sistem dinsmika sederhana dipat ditulis :

!

Li= T cqé, q) -7 () | (1.25)
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T homogen da;n k{wadr‘atik darli kecepaten umum, sehing-

ga dengan tebrpméa Euler untuk fungsi' homogen didapat .

D g . |
%§gé ??;zrg o= .L‘T! (1.26)
sehingga : . :
H:;ZT?-—I(T-»V)
=;T@3«} v (.27

Ini aialah cara yang tercepat untuk menghitung H

yang tentunya harus dlglmal
P = ?..:E

P 2
R

un tuk menyatgl{anliya dalam bentuk H ( g,p ).

Sekarang dih;u'bungkan turunan parsiil L (q,f;,t) de-

ngan turunan paréiil- H{q,p

p = 2L émsrﬁpakén- hubungan

°

s L.

antara L. dan H yang

q . . : . . )
dikenal sgba_gai Eh:iml:gnman n buah perssmasn ysng

menghubunglan be?sarem—-'-beséran g6

anysk 3n + 1, yaitu
q (‘1 ,p'fdanét. | o
q dlanggap sebagei turuman dari 29 sehingga
n., (3" dt
H =5‘  q, - L dapat ditulls:
=1 Paq ‘ :
et T
H : - q P . au L (1028 )
Z PR :
Kemudian diberi variasl besaran qﬁ,, &P ) Py , b a
dapat 1 - | :
< n: o, n \ :
H =< p &q - q &p =~
Z;_3_: P ¢ % e P
@ =- ¢
ol . n ' ? :
z-—L 89, - 5= 2y L 2L ¢
( ,:1. p P,=l w4aq :
o (1.29)
suku I dan . 11T pada sisi kanem saling menieidaf&an
: o {1.18%.
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Persam

1.5. PENGAB

Hamilton ﬁahg dikenal secar

Deferensi?l-deferensial 8

Variasl & &Ptidak timbul

Dan iﬁiimér@pakan persamaan

samaan-persamaan bentuk ka

eselan persamaan-persanaan

) uptuki ﬁ = 0O _telah dite

aan ini  dapat juga dituli
da. o
Q&E :‘::; EPE — =
o8B/ 9p, - 3H/ g
QPP; ? B P

ATAN KOORDINAT

ah 2n + 1 bebas dan sebarang.

akcan sahihgga pertambaban b
memenhhi.: p = 2L
o P 949,
ebab itu : - . ¢
28 | 2L
'E)QP ‘:Qq(b
91% i 3
25 2L
dari péréa@aan ini :
Bila £  tidak'terdapat se
lam L ﬁaka-tidak terdapa
buah peréaﬁaan gerak yaituw :
ap; f‘;flﬂ
PP: = r :;”?
? - q
' P

12

iaa SqP’ SPP} &,

1agi kareina séling
esaran’ g a P

g

H

(1.,?0)'

cara eksplisit da=
t juga dalam H.

Dari n :bﬁah persamaan‘Lagrange'didapati 2n

( 1.51)

~persamaan : garak R
2 wmum sebagal per-
nonik ( sederhaﬁa ).
Hamil ton didapat bi
momenta nmumnys -
tapkan. .
s dalam bentuk :

at’ (1.32)

Misalkan sslah satu koordinat ( q; ) diabaiken
‘ o j ' '
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'terhaiap H 5_'

malg

geralk ) misalnyai Py = al . Dengan

dengan dan mengurangi Persamagn

ol
nyak 2n yaitu_dua persamasn den
sebuah'himpunan_pérsamaan kenonik
Béran : R

%95 - ,a, by,

= 0 dan p adalah sebulgh konstaﬂta

13

(1.33)
“dari.

pl .

soeba-

menggantikan'

an-persamasn

g an P = 1l didapat
untuk 2( n-1 ) be-

Pzy « « ., p
2 n

Dalam keadaan seperti ini jumlah tingkat kekebagan

berkurang tanpa kehilangan bentuk

germﬁnﬁhordinat yang terab
- 20
_ 9P,

Bila terdapat m koordinat

Samaarn

dari persamaan ;ql

Juml ah
lihat b

tingkat kebebasan berkurang
o H

ahw a ——

54y '

ekival en

SISTEM conéERvATIVE

servative adal gh sebuah sistem yang

patensial v,

takan oleh fungs; tunggal

L(q, ? , b)) atau fungsi tunggal
{ tidak timbul lagi ( me gkl

Pungal v

nakannya

tuhkan definisi sirtem

Dengan menggunakan persamaan

Tel ah didefinisikan bahWa 856

[
dan sistem dinamika 1ebih umum

dalam bentuk Lagranga atau

kanonik dari. per-

alkan ay ,didapaﬁ'

terabaikan , ma}ca‘

eban
SYehingga tor-
2L .

S————a.

2%

immml‘ o

buah slsten coh -
mempunyai energi-

dinya-

H(Q:piﬁ')'
pun boleh menggm-
Hamilton )  dan

conservative,

2q, 54,




- maka pe

ekivalsg
" adalah

2

———— : q

=) P

3 | _ 2L

9t R~ N
rsamaaﬁmpeﬁsamaan':

U - O d&tl ar——
at = ‘ at
n

’

conservative bila syarat di

14

(1.34)

sehjngga dapat dikatskar sebuah sistem

atas dipenuhi

atau dengsn kata lain bila I atan H tidek tergan-
tung secara ekaplfsit pada' t.
VDéngan‘menggunakan persanaan kanonik
- 25 '
QPE
. - 9H
P 94
- P *
~didapat : L
. é% DH ., n 9 +3:i
H = T+ ST p o+ —
21 P4 = ap, £ ot
o=l 2% T 1 0%
oH ;
= — (1.35)
ot
_ I o L @H :
- (1.35) aken hilang bila —— = O | = = 0O dipe=
| T st 2t
nuhd, karena sebuah sistem conservative, Hamilton H
adalah sebush gerakan konstan yang nilainya di tentu-
ken oleh kondisi awal, | |
Inl sesual dengan penerapan terteﬂtu pada sebuah sis—-
tem sederh&nat‘tﬁp%@karang ditunjukkan delem bentuk
yang 1ebih wnum . Meskipun slstem dinamik yang dibe- -
rikan merupakan konsep energl kinetik atau sedikiy -
‘nya hanya menjadl latar belakang, tapl aken terlihat
bahwa gerak bukan energl merupalkan konsep dasar da-
IBMdin ik&umuma






