BAB II

IT.%. 1. TRANSFORMASI KOORDINAT
bttt |

Sistem koordlnat ruang kartesius dengan sumbu saliﬁg te
gak lurus, disini dlnyatakan dengan xl( i - 1,2,3 ).Dari ba

nyak 51stem koordlnat.seperl ini hubungan dua bush sistem X

]
dan x- ' diberikan oleh persamaan

X} = aJ X 'J + bl_‘

12

(2 1)

xt menyatakan koordlnat dengan satu hlmpunan sumbu sallﬁg te

gak lurus yvang tltlk asalnya dalam SLStem X adalah bl.aJ de--

ngan ( i = 1, 2. 33 ) merupakan cosinus arah sumbu x- '3 terhadap

sistemr x. Cosinus arah lnl memenuli syarat

, - ﬁ f% .
Z 8.3 ak = g.jk : , Zagai = S
i T

3k (2.2)

dengen besaran Sﬁk danf‘sjk merupakan delta Kronecker : yang

|
t
|

didefinisikan oleh
Eijk = 1 untuk J = k

&K = 0 untuk § # k

Selanjutnya determinan besaran ag adalah

R

(2.3)

C

i 2 2 2
aj_‘ = a, -rY ; a3 =

5 3 3

a7 ?2' g

(2.4)

I
|
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Jika a;)  adalah cofaktor a dalam determinan (2,4) dibagi de

l .
terminan itu sendiri, maka didapat




i 'k ~i i'i i ' '
ak . aj = g.j ‘ ; ajal = S . (205)

dengan E;; merupakan delta kronecker yang didefinisikan = oleh

§t=1  untuk i=3

0  untuk i§¢ 3
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Persamaan kedua darl persamaan (2 5) dapat dlnyatakan sebagai

Jjumlah ha81l kali elemen - elemen kolom‘ke J dan cofaktor ele

men kolom ke i yang bersangkutan sama denvan determinannya bi

la i = J atau sama dengan nol bila i # 3.

Bila persamaan (2. 1) dlkallkan dengan aqk dan leumlahu
! : \
kKan terhadap i dldapgt‘

oepd gd oy L kit o k'3 Tk |

Oleh sebab itu tempat kedudukan x & adalah konstan,adalah  Dbi
H .
dang - bldang paralel untuk mana a ? merupakan bilangan arah

dari normal pada bldang - bidang ini dalam sistem x. Mesgkipun

demlklan bila pada persamaan pertama darl (2.2) 3 # k  maka
sumbu_--sumbu 51stem % tléak saling tegak lurus. Oleh ~sebab
itu sistem x sepertl lnl dlsebut 51stem koordinat miring.
Selanjutnya dlselldlkl bila determlnan dari. (2 4) - sama
dengan nol, dalam h?l‘lnl persamaan (Z.H) dalam x tetap kon
sisten hanya bila tiéajdéterminan yvang dﬁdapat dengan meﬁggén—
tikén eiemen ~ elemen Seéuah kolom dalamisebuah determinan da-

ri (2.,4) dengan x] —éb?‘XZ —'bz, % - B2

berturut -~ turut sama

14 ' .
dengan nol. Akibatnya besaran x — tidak memdefinigikan koordi
nat untuk ruang, tapi héhya pada titik - titik kedudukan da-

lam bidang.

Persamazan (2.7)'meﬁdefinisikan transformasi invers. dari



persamaén(2.1), sebaiikn&a pérsamaaa (2ﬂ1) Jjuga merupakan tran.
formasi;invers dari %efs?maan (2,7) ses@ai dengan persamaan
(2.5). ] |

Bila digunakanékoofdinat’polar, meka sistem koordinat po

i

lar xliididefinisika? terhadap sistem koordinat kartesius seba

gai 1
Co b
' 1 (17
x1 = X L sin x 7 cos XLB
g L) 1 . 1 ;
x° = x' ¥ sin x ? sin x 2 [ (2,8)
. o '
X = x| cos xI?
N S

Dari persamaan (2.8) ini akan dicari transformasi inversnya

dengan |

x' 1= jarak antara titik P(x') dari titik asal nol = dalem -

sistem x.

x‘25= sudut antafafgaris 8P dengan sumbu x-.

x '3 = sudut antaﬁa:pﬁoyeksi Gﬁ'pada'bidang quzdengan sum

bu x| positip. .
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2 v a2 13
X . ¥ sinx "~ sin x 13
—_— = ) : ; = tg x
: ' . : 1 .
x1 X 1 sin x 2 eHs X 3 |
2
] . ;
'l 3 arc tg — |
| ?xqi
12
x3 = X cos x e \\// g xT x cos X 2
| ' | XBS
Cos X

\/zx A

3

X =iarc cos _

i

Maka transformasi inﬁersidari (2.8) adalah

v R I
: i S

1 , ? ‘
X ? = arc tg -Eq" : F (2.9}
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Persamaan (2.9) menunjukkan bahwa :

t oo : '
1. Bila x | = konstan maka kedudukan merupakan bola  de-

ngan %itik-asal 0 sebégai pusat
12

konstan maka tempat kedudukan merupakan ke

2, Bila X
' 3

rucut dengan puncak pada 0 dan x sebagal

sumbupya. . f

t ) : i
4. Bila x 5 = konstan maka temnat kedudtkanmva merunakan



Permukaan - permukaan“iﬁi disebut permukaan‘— permukéan. koor
dinat dalam sistem %f,jéleh sebab itu permuxaan - permukaan ko
ordinat sistem x' y%ng@idefiniSikan oleh (2,1) dan (2,7) mg_
rupakan bidahg - bi@angéorthogoﬁal bila persamaan (2,5): dipg
nuhi. | e

Sehlngga persamaan - persamabn transformasi kesebuah_higr

: I‘ T 1 .
Punan koordinat umum X ? s X 2 ,y X 3 dapat dituliskan sebagai

= X'j/i LxF L,k (2,10)

_ _ _ _ .
Dengan . adalsh nllal - nilai tunggal fungszl. ~ fungsi x 1,:{"2

%' . Dengan demlklan persamaan (2.1) dan (2.8} merupakan kea
daan khusus darl persamaan (2.10). §
Fung51:— fung51 LPi adalah fung51 1ndependen. Blla tidak 1ndel

penden maka terdapat satu atau dua relas1 yang berbentuk

:F( UPK’LP ’QPBBsx
Dalam hal ini (2. 10) bukanlah merupakan transformaSL ruang, de
ngan persamaan ini mereka hanya mempunycl arti pada tltlk - tl
tik kedudukan. Sebuah sygrat yvang diperlukan supaya fungsi q>l
independeh adalah‘Yapobién nya tidak independen dengan nol,

sehingga dapat dituliskan

[jégi ; jéglq ;leq
x1 a2 2x7
Y| [2¢° ® LAl [ o
x| 9xE a3 (2.11)
24> 2§ 29
x" - ox? N




Dengaﬁ eijk dan ei;kdidéfinisikan sebagai berikut
1 o, Jlka dua atau tiga 1ndeksnya éama dengén O lﬁ
eijk 1, Jlka indeksnya berurutan misalkan
= < 1 2 3 3 2,3,1 5 3, 4‘2 _
®igk o, Jlka indeksnya Fldak berurutan mlsalkan
g ,3 2 5 5,2,1 3 2 1,3
Blla syarat ini dlpenuhl mongkin ada nilai - nllal .xii

tertentu yang ber Yacoblan nya . sama dengan nol, Tetapl secara

umum bukan ini permasalahannya, masalahnya adalah sebuah tltlk
x 'L yang nilai g?%;ﬁ O terdapat sebuah domain dengan ‘pertak
X ‘

samaan ini tetap berlaku. Untuk nilai - nilai x e persamaan -

persamaan (2. 10) dapat dlselesalkan, penyelésaian'Seperti ind

""dlnyatakan dengan

x T w’i (‘;;». 23 ) (2.12)

Persamaan ini mendeflnlslkan transformag; invers (2.10).
Yacobian (2. M) untuk persamaan - persamaan (241) adalan
determinan (2.4), Blla determlnan ini tldak sama dengan nol s

maka terdapatlah a.J dan persamaan - persamaan (2.7) merupakan
invers (2,1) dan memberlkan koordinat x 1 untuk sebuah Ctitik
dalam besaran x. | |

Sekarang akan §i¢a?i Yacobian (2,11) untuk pergamasn

(2.8}, ,
| | S 112 3
Bila persamaan (2.8) didefferensilkan terhadap x ,x dan x et
didapat |
N 1 . o |
;333 . 12 13 3 x ‘ . v
' = Sin X C?S‘xi | ol = qucos x’acos x 2
ox o ; ., 9x - ;
axz 02 . |3 I_ A ] - '3
~—— = sin x “sin x- , 2 X T s x 'cos X “sin x




8
_ 2 = - X sin x
——— = COS X -
9Xl1 9}{!2
1 .
2 X E - '3
- = - X sinXx sinx
Dx o l
' N o 1 ‘
'? * oL x 1sin:x_zcos x o -
Dx'3
D x°
—_— = 0
dxJ
Harga determinan (2,11) édalahﬂh o 0
. ‘I’ 1 ‘I' . t . 1 t E
sin.x.,'%.ccrs':}c"j,-.E X ?cos'x-?cos X 3H_ - :~c-'1,9,3'.n'"_sctzsin:»c!3
1 1 ST 1 ' t ? 1% |
sin x 2sin by 3 X jcos X 2008 X 3 X 1sin x“zcos bd 3 |=
1 : 1
cos X 2 = =X 131n x ) 0

( x| 32 sin xlz( co% x'e )2( cos x 9 }2 +
( %' )2(;sin:x }3( s;ﬁ %D }3 +

( x' )Zéin x ( cos ) ( sin x 3-)2 +
( xvI )2( sin x ( cos X,B ) =

{( 1 ) sin x| ( cos x § j) } {_( cos x‘3 )2 + { sin x'? )éi}

{u( k'1 ) ( sin x )3 } {( sin x 3L5 + ( cos x' 2 3 }
| 12 ‘)2

(»;j1 ) sin x| ( cos=x } + { x ] ) sin %! ( sin x

(x' ) sin x' {( cos X 2'}2 ¢ (sinx'Z) }" ' 1? sin x 2

Jadi Yacobian (2. 11) untuk persamaan (2, 8) adalah .
f x11 ) sin x 2. Karenalbesaran ini fld?k identik dengan ﬁol

koordinat polar dapaﬂ'diterapkan,pada se%iap titik dalam ruang

?




Tetapi mereka terdefinisi secara unik :

T4 - 1
7. Bila x 1 =;Ozb9rarti pada titik asal 0O,

_ ro -
2. Bila sin x = O berarti terleuad pada sumbu xB

Keterangan

ad 1. Pada titik © berartl x 120 danwx e dan %D dapat bernl
lal sebarang yaltu semua permukaan - permukaan koordlnat

x'? konstan dan X '3 konstan melalul titik 0, dalam -hal -

j.
X L o, permukaan - permukaan koordlnat menciut mengadl

sebuah titik. : %
ad 2, Setlap titik padaisumbu x3 harga %'3 nya dapat sebafang
yaitu semua bidané - bidang koordinat x'j konstan berte"
ﬁu dalam sumbﬁ x35, dalam hal x '3 = O,_ permukaan - per

: mukaan koordlnat menolut mengadl oebuah garls.,-c

Untuk titik - titik laln persamaan (2,9} -tetap berlaku dan  me

rupakan persamaan ~ persamaan invers.,
Blla x * dari persamaan - persamaan (2.12) dlsubstltus1~.

kan kedalam (2.10) maka dldapat
i t9 .f.‘.!

l"'w (Q !L? :(_?3.)"30

yang:merupakan identitas5dalam X sesuai dengan definisi (2.11)

Karena persamaan 1n1 merupakan persamaan identitds, suku sebe

lah kiri tidak bervarlas:L dengan X sebarang, akibatnya turunan

terhadap x sama dengan O' Sehingga dldapat

3xt 20t w
dxd Gk ax

dengan k adalah 1ndeks pengganti. Karena x* dan xY untuk i £ J
independen, maka -

"a'xi

— =<

1 » untUkl=J
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fa x*
D xJ

-0 , untuk i # ]

Sehingga dapat dituiis

C s _’()Xi axtk |
D3 = —— — b (2.13) -
ax'kj 'a);J | '

T

Dengan 6‘1 dldeflnlslka oleh (2,6), blla i dan J mempunyal ni
lai 1,2,3 maka terdapat 9 persamaan dalam hlmpunan (2, 13)
Blla xT dalam persamaan (2,10) dlsubstltu51k3n> kedalam

(2.12) secara analog dengan (2.13) dldapat

P. A.. . -

2 xfi,, xS . R S A
et e
‘?Bx Dx | - ' | : :

Blla Yacobian transforma51 (2. 10) yaltu (2.11) yang di

nyatakan dengan dlkallkan dengan chobian invers (2.12),

sebagai  akibat (2n13)didépat sebuah determinan dengan  setiap
elaman diagonal utaményafsama dengan 1 dan elemaen lainnya :s%-

ma dengan O, sehingga diﬁuliskan'sebagai

ox E)th

Ix |

=1 (2.15)

ox'

Sehingga setiap Yaoobian:adalah kebalikan dari lainnya. Jadi

hubungan antara persamaan (2.10) dan (2, 12) sedemikian rupa

sehingga persamaan yang satu mnerupakan tzansformas; invers da

i

ri yang lalnnya. _ :
Blla dalam persamaan (2, 13) i dlambll bernilai tetapdan

J bernllal 1,2,3 maka terdapatlah 3 persamaan tingkat satu da

tam ’ax , D xt ‘dan D x ‘
menghasilkan

~ 12 A 2 -~ 13
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1
Q 9% dx
.cofaktor dari 1
DX S % 9%
%13 - o > x
Lo D x
Persamaan (2.10) adalah persamaanﬁsebuah transformasi da
ri xi vang diinterpretaéikan sebagai koérdinat kartesius | ke
koordinat lainnya. Dalaﬁ menjaléhkan sifat - sifat transfor

masi persamaan (2, 10) dan 1nversnya (2. 12} tidak ada yangmenya

takan bahwa koordlnat x merupakan koordlnat karte31us. O&eh

sebab 1tu semua hasll - ha51l dari pembicaraan diatas dapat di

terapkan dengan baik'bilé persamaan (2.40) merupakan relasi:ag

tara dua 51stem koordlnat sebarang dalam ruang,’

Jadi pila x* merupakan sebuah koordlnat sebarang,

maka persama -

an (2, 1) dan(2,8) mendefln181kan sebuah transformasi koordihat

tetapi 1nterpreta51 geometrls, koordlnat - koordinat baru ini

hanya bisa dlterapkan bila xl merupakan koordlnat karte51as.

Sehubungan dengan transformasi (2.10) diberikan sebuah

transformasi kedua yaitu:

; . u. e n |
x':.L=kp.l(X ’;],X:Z,XZ )
be
axll

Yang Yacobiannya
s

(2.#7)

tentunya tidak 1dent1k dengan nol.

Bila x * persamaan ini ‘disubstitusikan kedalam (2,10) maka di

dapat

. . 1t n : ‘1
xl = Xl( X 1,}{ 2535:3 )

Yang mendefinisikan Sebuah transformasi dari x*

(2.18)

!ii
kedalam x —,

vang dlsebut Jjuga ha51l kall transformasl (2.10) dan (2, 17)

Karena

o

Xi e xi —zaxlk %
'3 Xu‘j gx ':k 9};"3 . ‘1
L : : \
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maka dengan aturan ?érgandaan determinan berlaku bzhwa

?Bx,
| k"

Ix |
A%’

DX

: 1
19x

Jadi Yécmbian hasilékali dua transformési koordinat ialah hg'

sil kall Yacobhian darl ma51ng - masing transforma51 dengan

perkataan lain transforma31 koordinat mempunyal sifat

yaitu hasil kali tlap.dqa transformasi sepert1 ini menghasil. =

kan sebuah transformasi koordinat.

IL.7.2. KOORDINAT KURVILINIER

Dari pembicaréan f 1 diatas dapat

_V_rupakan koordlnat karteslus, setlap nlldl tertentu X

-_tlap persaan (2.12) menyatakan sebuah pe
1

Untuk nilai - nilai tertentu X 1,x'2, 3

tiga permukaan dalam?ruahg vang berpoton

dinat x disatu titik, dalam hal ini per

persamaan linier dan?(2 8) merupakan koo

Begitu pula untuk nllal - n11a1 tertentu

sius Xl

dalam koordlnat X yang seaaaar dengan bldang ~ bidang koordi’ -

nat.»c =0
i ‘ :
merupakan koordina

lai - nilai tertentu X j;x x 2

Bila <t dan x

persamaan - persamaan tlga prermukaan yang didefinisikan -dalam’

besaran koordinat x%, yang melalui titik

begitu pula wrtuk persamaan (2.10).

s persamaan (2 10) merupakan bid,

persama

disimpulkan bila xi.me
dalam
rmukaan dalam ruang.
merupakan persamaan
gan dalam simtem koo:
samaan (2,1) merupakan
rdinat polar.

dalam koordinat karte

ang melalui tltlk x*

t sebarang; untuk ni-

an (2.12)

( x | xlz,X!3 ) dan

Pernyataan - pgrnyataan dlatas dapat dinyétakan secara

lain yaitu dengan me@berﬁkan

(2.19)

Group

merupakan



135

Untuk nilai -nilai konstan ¢ tertentu, persamaan merupakan se

buah persamaan permukaaﬁ yang salah satu koordinatnya merupa=-

kan‘sebuah konstanta untyk semua titik- titik permukaan, nilai

nilai kedua koordinathlainnya menentukan sebuah titik tértentu
pada permukaan . Jadi persamaan (2 19) herupakan persamaan -
persamaan permukaan yang sejajar dengan bldang ~ bidang koordl

nat sebuah sistem koordlnat sallng tegak lurus.

Bila konstanta ct dalam tiap persamaan P ersamaan ini merupa
] pa

kan bllangan riil tertentu yang kOHtlﬂmeaka persamaannya meru

pakan sebuah persamaan keluarga permukaan. Jadi persamaan <

persamaan ini merupakan sebuah persamaap permukaan - prarmuka-—

ankoordinat yang befjumlah tak terhingga. Dalam sistem'x, yang

'_yang dldeflnlslkan oleh (2. 10), persamaan permukaan —-permuka—;-;.-“ﬂ

'an ini adalsh QJ ( x“],x'z,x'5 ) = .,satu dan-hanya'satu
Permukaan dari t_gpfme1uarga yang melalul tiap titik dalam ru
ang yang Yacobi transforma51 dari koordlnat kartesius ke koor—
dinat yang dllnglnkan tldak nol. Pada t;tlk -titik vang Yacobi
anﬁja hilangﬁ{*idakiadaj koordinat - koerdinat baru tak tefdea
finisi secara unik, sepertl dinyatakan dalam persamaan (2.8).
Untuk nilai - nllal tertentu c setlap dua persamaan(249)
merupakan persamaan - persamaan kurva perpotongan permukaan -
permukaan koordinat yang bersangkutan, ﬁoordinat sisanya-meru~
pakan sebuah parameter. Jadl x1 adalah sebuah parameter untuk
setiap satu kurva, khusus XZ = 2 dan xi = ¢ kurva - kurva: i

ni disebut kurva - kurvaekoordinat atau dapatdinyatakan sebual:

kurva koordinat x- adaiah sebuah kurva koordinat'dengan “hanya

\
_ x* yang bervariasi, yaltu berlaku sebagal sebuah parameter.

Kurvay - kurva ini berupa garis garis seJaJar dengan sumbu sum
bu koordlnat dalam koordlnat kKartesiua ;karena kurva —kurva i

ni tidak merupakan garls;lurus, maka koqrdlnat bersangkutan di

Sebu-t‘ Tryssnnwi—T A vnd ~on
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Jadi bisa disimpuikan dalam koordlnat koordinat x aba -
pun, secara umum kedudukdn yang dldeflnlélkan oleh sebuah per
samaan’ f( X ,XZ,X } = O adalah sebuah permukaan dan kedudukan
yang didefinisikan oleh dua persamaan 1ndependen f1(x 3 X ,xz)
= 0 dan fz(x 'X ,XB} - 0 adalah sebuah kurvae
Pernyataan 1n1 eklvalen -dengan deflnlsl sebuah permukaan seba
gal tempat kedudukan dua demens; dan deilnlsl sebuah kurva se

bagai tempat kedudukan satu demensi.

II.2. BENTUK DASAR{KWADRATIK RUANG

Kurva didalam ruang didefinisiken dalam bentuk

;xi = £ () Nt - o i<2.20')

dengan x merupakan kodrdinat kartesius, differensial panjang

()

Dengan pernyataan laln elemen panaang atau elemen linier ds

kKurva ini adalah

dalam ruang dlnyatakan sebagal

2 2 2

as® = (ax")? .

(@2 P4 (@) (2.21)

Berarti bila differeﬁsiai ' rumusan (2.20) disubstitusikan
dengan (2 21) bentukids &ang didapat differensial panjang - bu
sur kurva (2.20). Ruas kanan dari (2.21) disebut bentuk :dasar
kwadrat ruang. | _ | |
Dalam sistem koordlnat yang lalnnya dari (2.10) x L di

nyatakan dengan

(2.22)
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den dari (2.21) didapat

?bx'k
l‘ ;j:
= Jk dX j (2"23)
| |
dengan - Y | |
1 (s x* Bi?cl :
%k =:§z: by o | (2.24)
Tox'J Ax'K - :
dan berlaku
N 5 1
N )'4

11 Pl .
i : S . -
Karena X ~ merupakan sistem koordinat sebarang, maka da -

lam setiap sistem kobrdihat x* bentuk;kwadrat‘dasarnyé adwlak

ds” = a; .dx de § | (2.25)
J :
: o | o
Dengan gij simetris galam ;n&e&sﬁizdan q,sehlngga aij = aji .

Lo i | _ ;
Bila sistem koordinat xl:merupakan slstem koordinat kartesius
yaitu (2,21), meka akibatnya.

S ﬁ %25_ i3
a5 = Sij ads.mgifkcm (2.26)

Bila koordinatunya mefu?akan koordinat (2,8) dari (2.24) Aunfuk

. dx! 321 | Ix% xZ 9x° I
811 = 14 1’1‘ -‘- ] 1 + 1§2) 12
dx dx dx dx i dx Ox

12 t 12 12 .2
( sin x %cos %D )2+ (sin x “gin x 3)2 +(cos x 2)

L2 12 .2 13 L2 12 2 iz 212
sin X COS X T 4 8in X s1n X + COS8 X
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12 | '2§t3 . 2 13 ) 212

= sin=x (cos X 7+ sin'x + cos x
2. 12 . o
= sin"x 7 + cos'x
= _ :
. 2x! ¥xT 2x° Ix° 'Bx}j x>
- t N H 1 |
' szbxz sz%cz BXQBXQ
1 o 172 ot .
= (x Teos Xizcos x 3)2+(x Teos % 'Zsin x'3}2
( - z:']glrixlz )2
1 2 2 o o1z 14 02 1
= (x 1) cos X cos X 3, (x T)Eposzx 2sinax|3 +
' i
(x 1)251n2x

thq)Zcoszx ‘(Cosles + sinzx'?) + (xrq)asin%krg
) S e ] _ ,

.2 2’2- t\2 . "2 12

i

='( ) cosTx T (;ac'. ) sin "x
o
=(x'1) (cos?x 2y sin’x' )
t4 2- : :
= (x ')

: ' '8x1 bx ?&xz sz ax§ ?x3

_\r ———aTTa

2x'7 '55(13 .—()}:lB?)x'B BX'BBX'B
(- x 39n5x12§ln x 0 92 + (x ﬂ51n x 'Zcos x'3)2+ 0

=N (xtq)zsihzx‘zcoszx13

It

(xiq)zsinax'%inzx

(x 1) 51n2x ‘( sin xl3 + COS x 5 J

5 1o i
= (}C'1) Sil’l%x 2;

maka didapat
-t
a4q =
11 :
ag, = (x ° ) i : - (2.27)

11 2 2 12
azz = ( x ); sin"x

M.
It

! Ountuk;i‘%‘j
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Oleh sebab itu bentuk dagar kwadratis d#

“polar

lam koordinat
adalah ° 5 j
ds” = (dx'1)2 +:(K'j)2(dx12)2 (x 1)2sin2x'1(dx'3)2
= (@' e @B 4 sin®xPex P)? ) (2.28)

Sekar ang dicéri hubunvan antara

dari bentuk dasar dalam dua buah sistem
Karena elemen pangang ds tak tergantung
sistem, maka bentuk - bentuk persamaan €

dua sistem dapat dlsamakan.Sedemlklan hi

i

dl{l

. i j ‘
aijdx dx kldx

dx' dan’ dxY persamaan (2122)5di3ubstitus

dalah ST
2x T  xd :
2 - dx‘k o dzﬂl - a
1J ) . . t] K1
: DX : 'Bx
| imyd |
a ax ’B._X ) dx'kdxil - a‘ dx'k
1J N t] . kl
: a.'X. aX '
9% axd; NG
' : : k. '1
(ala : - akl d_X. dx =
- 1
Bx%axl

Karena persamaan 1n1 harus berlaku untuk
dan suku ~suku yang dldalam kurung 51met

Maka

| QBXi ‘axj:;‘; .

213 T T =0
| Dx Eox't -

-, 2xT oxd

%k1 = 8335 '

L

e Ky

d

an alJ
Lo
w1

koefisie
pefisien alJ

koordinat x-;éﬂn.

pada sebuah - koofdinat
lemen panaang dalam ke

ngga didapat

(2.29)

ikan kedalam- (2,29) a

'kdx’l
ax L =0

0

nilai dx sebarang ,

ri dalam k dan 1.

(2.30)
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Untuk mendapatkan hasil ini haruslah dz | ¢ 0, dx = = dx 2 = 0

dan k = 1 =1 umtuk persamaan (2.30) . Sécara sama bila diambil
kedua differensialnyé sama, dengan nol, %aka didapat nilai

(2.30) untuk nilai k;=‘1?= 1,2,% 3 Dalag mendapatkan 3 persama
an dari. (2.30) untuk k +fl, maka diambil satu differensial sa-

ma dengan nol dan lainhya tidak.

Hanya terdapat 3 peréamaan yahg memenuhi 8pq = @y
, o L. |
Bila (2.30) dikalikan dengan 2% _2X Jan dijumlahkan
: : gxh gxm

terhadap k dan 1 , harus menggunakan (2.13)

'k 1

. 2% ax‘} 0 axt 2x M exd ex
k1 BRe®
. : : ! !
; BXh_aXm:‘;iw—aK‘kaxa dx

laxm .

n

I o N i j N
‘%j%rkgm

:l_‘?hm

Jadi dengan mengganti'indeksnya h dan m dengan i dan J bertu-

rut - turut didapat persamaan

’l{ | 1] .

' 2x & Ax
i3 = % = | - (2.31)
CESES

Yang meﬁghubyngkan aédanfa' yang ekivale? dengan (2.30),tetapi

dalam bentuk invers.é

1
dinyatakan dengan a

‘ : 1 :
Bila determlnan-besgran aij dan aij
dan a, maka didapat :
. ' ‘ ;fBXl dxY
a :=| akll = 81 —- |
a}ilk EX'l :
5 ax* ox | Ax | 2
= 183 —— = a (2,32)
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Untuk sistem koordinat kartesius, nilai
terminannya adalah +1. Dengan hasil ini

dapat disimpulkan.

TECREMA 2.1

E 3 ]
Determinan ko@fisien bentuk dasar

Sij
dan peérsamasan

dari a yaitu de =

(2.32)

ruang Buclidean dalam

SEtiap‘sistem?koofdinat adalah positip.,

Karena a # O fungsi?alk'

alkakj 'y Jj

dengan (2.13) dan (2;16j, maka nilai otk

. cofarian dari a, ., dalam a
e : = gy 5= ,
ik IR _

a i

Karena aj_:j = a4;> denzan-(Z,BA) didapatk
Secara- khus

i

saran at® berindeks Slmetrlw

* digefinisikan dengan

(2:33)
adalah

(2.34)
an a*¥ - aki, yaitu'bg

us dikatakan bila

:S jzg
Blla determlnan besaran a

as - j didapat a
1] ik
dlnyat

Dersamaan (2,33) dldapat'bahwa hasil kal

akan dengan & , dengan

adalah determlnan yang tlap elemen dlago

elemen ~ elemen lalnnya sama dengan nol.

i determinan a dan =&
nal utamanya +1, dan
(2.35)

a koefisien bentuk da

sehingga (2.33) fung

Jadi f
- 1
E.E) alJ! = e
a
: : 14
Untuk sistem kooordinat x * lainny
sar atiq diberikan oleh persamaan (2.30)
si arik didefinisikaﬁ seéara unik,

Akan ditunjukkan bahwq hubun an antara a

; S‘ﬁ i 9x'd

13 dan akl adalash

(2.36)
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BYla diambil persamaan

1k 1
* %kn ” Ok

Yang merupakan bentuk darl (2.33)
dalam bentuk (2.31) dldapat

: "o |
Kl 'axJ Ix 1
Bxk axh. co
: : o 9}{,3
kemudian dikalikan dengan T dan dijumlahkan terhadap 1
ST % :
didapat
Kl ax 33 By Ix _Slax
a : im “oh T T
15 ‘Ifl N '3
Kl 9% T Px T o, 9x Ix
L 2xP oxt 9%
rf) ; 2 wn
Karena ini sama dengan f? xr\didapat persamaan
2N . Maoxt
5w o3 m
1 Ix ~-9x T, 9% 3 2x
as T Zim = Snzi
|i 'J Iirn
: Ax Ix . ~ X
al.{l : a c— 8 i = 0
_ : im m | -
2% 2x %
1
. n o
Karena Ll + () , meka dengan mengganti indeks i dengan h yang
R P
didalam kurung adalah
, S
K1 Ex'h 2x J
a : v J
A Sn}= 0

ka : Qxl

dan mensubstitusikan Ay
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: '5.
mengalikannya dengan a Ql dan menjumlahkan terhadap m didapat:

_ ; - im J _'im
a | — %nm “%m2 =0
x5 axt
i ax * ox'd s ‘
k1 - . -adlso
Bxk a?l* .
Jadi
ti Ly
akl 9}{ BX _ ati,j
2 xK axl

II.3.1 VEKTOR KONTRAVARTAN

Sebuah transfor@aﬁigkoordinat dari persamman (2,712)

yaitu -
x'9 = ng( %! ;xz;;xa ) (2.37)
didapat persamaan | :
_ vsloor
axi. 2 J axP (2.38)
axh i ? .

Jadi dalam dua sisteﬁ'koérdinat sebarang, dalam mentransforna-.
sikan déri satu sistémﬁkémsistem}laihﬂyafyang differensialnya i
merupakan tranSfQFmaSijhﬁmogenziinier, Sghingga'disini sebuah:
transformasi koordinat menghasilkan sebuah transformasi  homo

gen linier dari differensial koordinat,

Bila persamaan (2. 58) dlgandakan dengan §1§5~ dan dlaumlah -
COX
kan terhadap J dengan {2 ?3) didapat
: t !
Bx g : 9}?1 x4 y |

dx ' | dx ' J axh
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R .
— ax J= g e = axt | (2.39)

DPersamaan’ ini sebagai invers dari persamaan (2.38).
; - perss

Persamaan (2.39) sebenafnya persamaan (2 22 ) yang didapat dari

invers (2 37). Bila persamaan (2. 59) ax | d diganti dengan
5 - ax'Y T R ) _
dx v = dx = yang didapat dari (2.17) maka didapat
a:x;“k : ‘ | :
A
: axl : 3}{: d u
dxt - i ax k
5 it
Bzcti_axjk
= - dx | | (2.40)
e 3 :
ox &

Sehinggé himpunan yaﬁg dihasilkan transformasi mempunyal sifat
sifat Group. - : |

Jika x* dalam persamaan (2.37) merupakan koordinat karte~
51us, maka dlfferen51al dx merupakan elemen garis yang uaung
xT dan xl + ax® ' ;
Differensial dx 9 ya@g diberikan oleh (2L38) menentukan - arah?
yang sama dalam sistém x;, karena sebuahﬁarah independen dari
sebuah sistem koordiﬁat iOleh sebab itu %ika x* merupakan koor
dinat karte51us arah yang ditentukan oleh dx tetap akan sama
dimanapun dalam ruang, sedangkan nilai dx yang bersangkutan
tergantung pada tltlk dlmana arah itu dltetapkan kecuali

Dy d

= aﬂ ) dengaﬁ'a konstan.

D xh
Dengan mengintegralkan persamaan khusus diatas, mzka akan dida
pat kembali persamaan (ZfT) dengan x merupakan koordinat kar

tegius atau koordinaﬁ mifing tergantung épakah persamaan



&3

Untuk sebuah kurva dengan persamaan

xt = £ () ‘ (2.41)
: _ | ger 1 '
| . o i iy &

Dengan koordinat Xartesius x, besaran ! %‘(t) =
f Pl dt

terdapat pada sebuah ultlk kurva merupakan bilangan arah ta

ngen vektor pada tltlk tersebut Blla untuk sebuah slstem koor

dinat dlberlkan

Lo
. Sdx
gl(t) = qT
sebagai akibat (2.38) didapat
| e i i |
s o e dx ' .
§'l(t} - g 5 (2.42)
S dx '

‘ o s . i . .
Jadi besaran besaran :g J(t) menéntukan pada  setiap titik kur
t
va tangen vektornya dalam sistem x

Sekarang misalkan tlga buah fung51 koordlnat kKartegius xa yang
dinyatakan dengan ja_(x), nilai nilai fung31 ini pada tiap ti-
tik dalam ruang dlambll sebagal bllangan arah sebuah vektor pa
da titik itu. Hlmpunan vektor seperti ini dlsebu§$§§ikor ('vek.
tor field ).

Bila ditentukan

(2,43)

dxi - e;li
Dengan p adalah setgaplfungsi x, nilai % nilai differensial i
ni padé setiap titiﬁ da#am ruang Jjuga merupakan bilangan - bi
lahgen arah vektor jangéditentukan olehﬁ?ui pada titik terse-
but. Misalkan untukésefﬁap koordinat sisitem x'* sebaraﬁg fung
si fungsi x' dinyatakan dalam A (x') Gan didefinisiken seba

}
gai 1
|
|
|

vs g . .i ‘ Qﬁx!i
ey = a3 S
l 2%

(2.44)
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Bila x dalam ruas kanan dlgantmkan dengan x vang mendefinisis

kan transforma51 koordlnat Bila dlbandlngkan persamaan

dan (2.&3) dengan persamgan (2"38)3 tampak bahwa

ax't = () 7(1(}(’>

ini

(2.45)

: : I -
Yaitu besaran besaran s ~(x ) mendefinisikan medan vektor da

lam x| vang didefiniéikah oleh S\i(x) dalam (x) seperti

3uga

(2.39) vang didapat darié(Z.BB), maka pérsamaan (2.44) ekive =

len dengan

e = a =)

| ;?xi

: | -
9% J

(2.46)

dan persamaan persamaah k2.449 dan (2,46) merupakan sifat kebgl

likan .
1

Untuk sistem koordinat x ; secara analog dengan

didapat

E’bxl

)\i(x) ":L (X )

Dari kedua persamaan himpunan ini didap#t

. 2%t 5ol
1 T : . "k |
A ) ). (x Y %
' axé' . | axﬁ“;
: L P .
Bila digunakan-:persamaan. ini dengan :ax}
hadap i, maka |
t . 'BXJ' ax:h oy “1
A=) = AT &0
' 3:&'3-'2};}
o 0
j Pl
! t h “k‘.
SR F B
Dx k|
dai did t
Jadl didapa L'k

Ix K oxt

(2.46)

dan dijumlahkan ﬁeg




‘
Paddhal (2.,46) mempunyal sifat Group, m#ha akLdenyq dalam du
sistem xl dan x g uebarqng, hubungan bCuGFdn )_ (x) dan
)fl(x ) yvang dalam 31stem masing - mdgln“ menen tukan vel-
tor dari sebuah medan vekLor dlsetaap L3th yang dinyatakan ér
leh puraamﬁan (24 46) Besaran - besaren A dan AL disebut
komponen - komponen sebuah vektor kontravarian dalam sistem x

dan X

Jadi Lerdapatlah sebuah velctor kontravarlan pada s etiép titik
dalam ruang membentuk sebuah medan vektor. Bila hoordlnatnya
merupakan koordinat karges;sus mereka mgvupakan bilangan arah
dari vektor. -
Dapat disimpulkan bahwé Eebuah vektor konlravarian seluruhnya
didefinisikan oleh kbmponen komponennya dalam sebuah sistem

koordinat sebarang,untuk komponen komponen disistem sebarang

lainnya tertentukan, sehingga depat ditentukan fungsi A' S€-
barang dalam sistem X._Misalakan diambilé'hj.konstan, maka sg .
cara'umum komponen kgmpon en dalam sistem lainnya tidak =kong'
tan. Bila koordinat x* mérupakan koordin%ﬁ kartesius dan AL

konstan; maka Seluruh Vektor vektornya sgjajar , karena mempg
nyai bilangan arah yang sama. Tetapi secara umum komponen .

konstan dalam- 51stem koordlnat sebarang tadaklah mendef¢nlsln

Kan vek#or sejajar.

Dalam menhadapﬁ Se?uah masalah geo@etri akkan timbul pEr
samaan berhentuk (2. h6} &anr mennhubunrbﬁn besaran besaran :
dan T tertentu dalﬁm sistem koordinat 5ebarang. Dalam hal i
nl.pprsémaan geometrlo tersebur mendeflanikan secara anali-
tis sebuah vektor hontraVarlqn yang komponon kompongn.h.dana

dalam sistem koordlnat masing masing,

Bila fungsi fungsi ATdan A"l didefinisiken pada titik
f

titik sebuzh kurva bukan_ruang, sehlnggaimemenuhi persamaan

bePb@ntuk (2,44) maka AT dJkatakLn lom“ouzn komponen sebuah

vektor lkontravarian pddu itik titik kuerc
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Misalkan persamaan differensial

i 2D
oS 5 - e
/ : ‘

dcnganjﬂ.l merupakan komponen komponen sebuah vektor kontrava-
rian., Integmal persamaan ini akan menghasilkan persamaan dalam
bentuk

: 1
171 (x’,x

]

-

a,xg) = Cy Iy (x],x“;xjj = Cy (2,48

dengan ¢ konstanta $ebarang dan f1 dan fZ merupakan dua fuﬁgsi
independen yang merﬁpakan penyelesaian %ersamaan
AN =0 o | (2.49)
' Ix : S
Untuks setlap pasang nilai ¢, dan ¢,, persamaan (2,48) merupa. =

kan persamaan sebuaﬁ-kufva melalul sebuéh titik dalam ruang de

ngan £, dan £, bernilei tunggal terdapat satu dan hanya kurva

famili.Sebuah famili‘kufva berparameter dua, ini disebut kong-
kruen, |
Dari persamaaﬁ (2.43) dan (2,45) disimpulkan bahwa sis-

143 ’ .
- tem koordinat x lsebaraﬁ g persamaan {2,47) adalah

to L |
tq d_XZ' d_XB ‘

d-X — =
AT AT s |

: ‘ § t
dan integralnya terdiri dari persamaan persamaan X yang dida
E . i ‘ S
pat dari (2.48), dengan menggantikan x dengan fungsi x yang
mendefinisikan transformasi koordinat.

Dari persamaan (2.47) dan (2.49) @idapat

dr PR 3f, .
— ax* =0 -, —Zaxt =0
Qxt o Ix+

Dari persamaan ini disinpullkan bahwa bila x merupakan sistem

, ok oL e .
koordinat kartesius, dx™ merupakan bilangan arah tangen vektor

pada sebuah titik di kurva yvang kongkruen (2.48) yang wmelalul
. : |
i

titik tersebut, begitu pula )\l.



Maka dalam sistem kéérdinat sebatang AT merupakan komponen dé

ri $ebuah tangen vektor{

I1.5. 2 SOKTATE A R

Bila f merupakan fung31 sebarang xl dan f merupakan

l
X yang didapat darl f denﬁa n menggantlkan x* dengan fungei

V
+ yang mendeflnlslkan?transformaSL kerdlnat, maka d;dapat

f(x1 ,x2 ,x3 i - ﬁgwxﬁj}xtz,x‘s) (2,50)

Salzsh satu fungsi iﬁildﬁsebut transformési deri laimmyva. Dari
persamaan ini didapati}é

2f .2f 'ax'J - ) .
dx* '@xﬁa 9x " '
dengan hasil ini dan (2 46} dpdapat

Cext er’ %K

oy @f |
X = A |
' axt ; ‘EBX'J x ¥ dxt
5 af ETj‘i?)xi_ ax“"afﬁ
X AT |
dx* ; “§axW xt Ix'¥
ARy ,
I
. N _
=AY - (2.52)
?X'J

Maka transformasi penyelesalan sebuah persamaan (2, 49) adalah

merupakan penyelesalan persamaan

: ra]{ | ‘




28

FUngsi seberaﬁg f(xq,xz ,X x> ) dan transformasinya keda-

lam tlga sistem koordlnat sebarang lalnnya mendefinisikan da

lam sistem koordlnat maslng ~ masing sebuah besaran yvang dlse

but sebuah skalar, Sehlnbga suatu besargn dalam suatu koordi

nat bila ditransformasikan kedalam sistem koordinat lainnya se
a Lo |
cara (2.50), maka besaran itu didefinisikan sebagai sebuah ska

lar.

Contohnya, karena sdka‘pertama dan terakhir dalam (2.52) mery

L ! H
pakantransformasi satu sama lain, dikatakan bahwa'?fgﬁzadalah;
_ ] X"

sebuah skalar.

Berarti bahwa transformasinyardglam sistem koordinat sebarang.
lainnya mempunyai bent@k yang analog yaitu |
| T |
L :
Jo
AL
: L
9x I

IT.3.3. PANJANG VEKTOR KONTRAVARTIAN

Misalkan’\i mérupakan komponen kOmponen'sebuah vektor
kontravarlan dalam 51stem koordinat xl éebarang dan 'misalkan
lJ }\ )\ dengan a . merupakan koeflslén bentuk dasar (2,25)

1]
.
sebagal akibat (2, h6} dan (2.14) untuk SLStem koordinat x *

sebarang lainnya

B R T
Aig A AT T —— A Py
: 7 T 1 : T
§BX¥ 3% 2% h.§ 2x ™
: ! \ t
1 i 'h© 'm DX kaX13 lEXJ
= %L O A
A . J~Jtm
2t X ax X
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Sehingga untuk vektér kdntravariah At Sebarang, aj5 N i XJ ada
lahskalar, Dalam koordlnat kartesius alJ A. ,h menyatakan

bentuk dasarZL_A,7b spertl dlnyatakan;pada (2,26), Pada seti
aptltlk a; )_-\ adéléh kwadrat panjané segmen garis yang pro
Veksi - proyek51 orfhogdnalnya terhadap’sumbu koordinat adalah
}\i Dan “\' ini merupakan komponen komponen saling tegak lu-

rus darl vektor. ST -

Maka disimpulkan

TEOREMA 2.2

Bila 7k- merupakan komponen komponen dalam sebuah sistem
koordlnat sebarang dari sebuah vektor kontravarian dan

aij merupakan koef451en koefisien bentuk dasar.dalam sig

tem koéordinat ini,imaka besaran a.. A~ A\Y adalah sebuah .

| | 3
skalar, yaitu perupakan korespondén’)_dalm sistem - kooz

dinat kartesius.

Maka dalam sebuah siStém5koordinat sebarang sehimpunanjki men-
deflnlslkan dan menentukan arah serta panaancr sebuah vektor pa

da setlap titik dalam ruang.

II.3.4. SUDUT ANTARA DUA VEKTOR

Sekarang akan &iéelidiki arti geometris komponen - kompo
nen A" dalam koordinat sebarang. Bila dipilih A’ sedemikian

rupa hingga

ay WAT= T (2.55).

Maka vektor ini'adalah‘sébuah vektor sathan. Disini komponeh
?\i merupakan cosinis aréh vektor pada s?tiap titik dalam se-
buah sistem koordinaﬁ kaftesius._

Untuk dua vektor Aj.den A 3 didapat
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PN A I R "IN N

Ternyata sama dengaﬁ kaéun (2.54). Jadiiaij P\i "\ adalah se

buahgkalar. Bile SLStem koordlnat adalr h sistem koordinat kar
tesius, sehingga komponen komponen mengandung bilangan bilang-
an arah, skalar ini adalah 557\# '\; .B;la besaran ini dibagi
{ i

VR )(Z“ )

hasilnya merupakan Q051nus sudut dua vektor , sehingga dapat -

denﬂan

disimpulkan:

TEOREMA, 2,3 '

Bila.'%% dan ?§§ merupakan komponen komponen dua  vektor

kKontravarian dglamésistem koordinat sebarang sudut(<180)
antara dua vekitor pada sebuah titﬁk, diberikan oleh

; 843 AT AL .

cos O =—— (2.57)

\/(ala 7\:%7\@ <akl ﬂlz“%)

Dan akibatnya didapat

TEOREMA, 2,4

Supaya pada setlap vektor vektor kontravarman )ﬂ' dan
\.2 saling tegak lurug, maka syarat vang diperlukan dan

Menentikan adalah persamaan

a, ATAL = 0 (2.58)

" merupskan identitag dalam x*



Bile wvektor wvektor 7\% &an 7\%“tidak sgling tegak lurus pada
setiap titik dalam ruang, vaitu bila (2;58)1tidak merupakan se
buah identitas, vekéof:— vektor ini teg%k lurus pada setiap ti
tik permukaan yang ﬁersamaan nya dalam % diberikan oleh (2.58)

1 ;
! !

IT.5.5. VEKTOR - VEKTOR COVARTAN DAN KOMPONEN - KOMPONEN

- KONTRAVARTAN SERTA COVARIAN SEBUAH VEKTOR.

Misalkan f(x1f,22§,x3 ), merupakanikoordinat sistem seba-

rang , diketahui bahwa

2f o' 2x'd | |
toox- [ (2.59) .

axt - 9x'd 9xt

' ; ; .. ! )
Dengan .f merupakan transformasi sistem koordinat x" ke dalam

i

sistem koordinat x — sebarang. Bila dibénding persamaan - pers

. SRR 29 o5
samaan ini dengan (Z.AO) tampak-bahwa,aﬁﬁ dan St bukan meruy

pakan komponen - koﬁponén sebuah vektorikontravarian dalam sig

tem koordinat masing masing. Sehinggé termasuk klas baru. rung

. } HE t
si 7\i_dan ;\i dari x dan x Dberturut - turut ( ini dinyata -

kan dengan subscrips ) dengen hubungan,

3 |
: 1 3X : _ | .
j“i = 7\3. . (2.60)}
3x |
Bila terdapat dua himpuﬁan fungsi yang berhubungan seperti di-
T ; !
atas dan kemudian fungsi fungsi ini dikalikan dengan a){k
' Q | dx
dan dijumlahkan terhadap i, maka didapat
Lot 0 axd ext ' :
A - : - _ At ed !
\ e - AL SE- AL (2.6n)
1 C s H :
2x & C2oxt ox 'K

WTmsn e lmidtlatimeann halale T‘\Q‘]"‘II{' conorti hﬂ‘lﬂ‘f,‘:{ vaktor - VPk‘t‘.OT‘ k()n—- .
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; . t :
Kedua himpunan fungsi 3»1 dan 7\£ dari x dan x yang ber

hubunzan seperti daia‘mé(2.60), dikatakan sebagai komponen kom

ponen sebush kovarian dalam sistem koordinatnya masing -masing

Untuk setiap titik dalam ruang terdapat! sebuah vektom kovari-

an. Untuk membedakannya maka 1ndek§ sebuah vektor kovarian di
tulis sebagai subscrlps (dlbawah), sedanrkan indeks sebuah
vektor kontravarian dltulls subscrlptsi(dlatas) dan turunan
parsieinya diperlakuksm-berbeda seperti%(2.46) dan(2.60).
Sepertihalnya vektof ~‘vektor kontravarian » sebuah vektor ko..
varian keseluruhannya Cizentukan oleh kgmponen - komponen nya
dalam satu sistem koordlnat dan komponen ~ komponennysa dalam.
Slstem:koorglnat la;n - , ditentukan oleh persamaan - persama
an diatas. Juga tidék pédull bagalmana Q1turunkannya,_blla di
dapat dua himpunan fuﬁgéi yanﬁ mémeﬁuhijpersamaan (2,60) atau
(2. 61), maka besaran yang diterapkan adalah vektor kovarian.
Contoh dengan (2. 59) dlSmeulkan bahwa f fungsi sebaranﬂ dari
x turunan ézi; dan turunan - turunan terhadap transformasi T
Yaltuﬂx,i merupakam-komponen - komponen‘sebuah kovarian dalam
sistem koordinat maSLng ma51ng. Vektor kovarlan ini digebut Ju

ga gradien dari f, sehlngga dapat d151mpulkan“

TEOREMA .2,5

Gradien sebuah:ska;ar adalah sebuah vektor covarian.

Bila_?\l dan ?:i merupakan komponen -~ komponen sebuah

vektor kontravarian dalam sistem Koordinat x 1 dan x -
maka dengan (2,30) dan (2,44) didapat :

?Xi ’axj 5 1 DX

akl n = alJ : 1k 1]
; Ix

Phle j'&x'h
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. %
no_ i
=aigA ®h  ——
: ' E)X'l
B 2 x9 =
SRS (2.62)
- Ix'
CATATAN L i

Persamaén ini dari béntuk (2.61) sehingga berarti bahwa kombi

ngsi - kombinasi linier édlah komponen kbmponen aij—l i dari
vektor kontravarian da;a@ sistem x* meruﬁakan”sebuah vekﬁor'kg

varian aalam sistemnﬁa:masing - masing. bleh sebab itu :dapat

disimpuikanlbahwa :

TEOREMA, 2.6

Bila 7\i merup%kahgkomponen komponen sebuah wvektor kon
travarian, maké aié 7\1 merupakan kpmponen kompohen sébg
ah vektor covarlan.

Dari (2,36) daﬁ:(éé63)_didapat

; oo 'n
. C DX 9X
a'ih g _ A

(2.63)
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Bila hasil ini dibandinékan dengan persamaan (2.44) maka dapat

disimpulkan

TEOREMA., 2.7

Jika.'ﬂ\ dan - 'h merupakan gomponen komponen sebuah vek

tor covarian dalam sistem koordlnatnya masing - . masing
]

maka alJ ;\ dan a 13 )‘ merupakan komponen komponen se

buah vektor kontravarlan dalam smstemnja masing ma51ng.

Sehingga akibat (2 .33), blla teorema 1n1 dlterapkan ke vektor

covarian komponen kqmponen ay; 7\3, maka didapat

a" a 7LJ=is Ad = AP

ini berartii darl vektor covarian yang dlturunkan sesual teorem

ma(2.6), vektor covarlan yang bersanghutan dengan vektor tadi
didapat vektor asli ?Li'% |

Dari hasil hasil‘diatas disimpulkén bahwa A% dan }ki
berturdt - turut mefupaﬁan komponen komﬁonen kontravarian dan

covarian dari vektor yang sama bila

A=y Ad i adt A (2.64)

i J

Dengan himpunan persamaan persamaan saling mengakibatkan satu

dengan lainnya.Bila koordlnatnja merupakan koordinat karte81us

vang akibatnya ajs = Bzi N a:L =E;13 komponen komponen kontra—
dgn covarion  +d J
varian'yang bersangkuﬁan adalah samadan merupakan bilangan a

rah vektor.
Dengan persamazn (2.64) yang pertama daﬁ persamaan (2.33) di-

dapat

ar ;\i ;\j = alJ; ahiﬂh akjﬂk
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Karena.besaran yanv:terékhir ini agakah‘

(2.65)

sebuah sekalar, maka

besaran vang pertama Juga merupakan sebuah skalar dengan hasil

ini dan teorema (2. &) dapat dlslmpulkanzz

TEOREMA,.2.8

Kwadrat panaan5 sebuah vektor yang komponen covariannya

'ﬁj.adalah skalar alJ'\ %~ }

Dari ﬁersamaaﬁ(Z;SD) yaitu

¥x é,"_
Ay= Dy
>t
2xt .
x _ :}J
'ax'J A

disubstitusikan kedalam persamaan

?x@ . ' ; - ;&.

i

cEX A

(2.39) yaitu

t
' st s D3 e’ o oad

dan sebagal aklbo  {2,13) maka - dapat disimpulkan

'
—_ J
Aj_dx = é>\j,dx

dengan A.idxi adaléh sebuah skalar

E i :
?Lidx = 0

Akan berbentuk sama ﬁala@ sistem koordinat sebarang, bila d x*

. L |
1 - - - [ |

sehingga persamaannya
(2.66)

1]
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persamaan diatas yaﬁg tidak proposional (sebanding) dengan per
Samaan .

'Xid1xl =0 , ?Ridgxi = 0 , dan (2L66) terdapat sebuah pe

nyelesaian berbentuk’
:d_Xl = C,id,]}(l + Czdle |

Sehingga pada setiap titik dalam ruang éetiap arah dxi yang me
menuhi persamaan (2 66) ‘ada dalam bldang vang ditentukan oleh

dan arah arah d - dan déx . Akibatnya ﬁebuah vektor éovarian
menentukan sebuah bidang pada setiap ti%ik dalam ruang. Tidak
setiap; persamaan bérbentuk (2.66) meng%ndung sebuah peﬁginte—
gralan:yaitu sebuahéfungsi t dari x, seéemikéan rupa sehingga

£, dxigﬁ ag | s (2.67)

Dengan:@ merupakan éuatq fungsi dari x.}Tapi bila sebuah fak-
tor pengintegralan éedeﬁikian ituada, méka (0 = xonstan merg
pakan hasil 1ntegral darl persamaan éﬁi dxi = 0 dan didapat
persamaan yang eklvelen den@an (2,66). Persamaan ini merupakan
syarat-bahwa seulapzhlmpunan dlfferen51i yang memenuhi persama'
an asli R menenbukan pada sebuah tlulk‘sebuah garis singgung,
ke permukaan W = konstan yang melalui tltlk tersebut.
Jadi bila persamaan (2.66) mengandung sebuah faktor penginte -
gralanjbidang - bidéng fang ditentukan oleh vektor }“i adalah
merupakan bidang bidang singgung pada gebuah famila permukaan
Pandang sifat - Sifat metrik ruané yang berdasarkan hen
tuk dasar aijdxj dap.:li dalam (2.66) diganti dengan a; AV

maka didapat :

J j-;__ ‘ 3
aijh dXi = 0 o
Dari teorema (2.4) disimpulkan baliwa arah - arah dx' yang menm

L N e L L L ey £2 FAEY +amals Timvare Aorenn ralebar }\



Akibatnyapada setiaﬁ titik ﬁ\ nerupakaﬁ.komnonen - komponen.
covarian dari normal ke bldanv vang dltentukan oleh ;\ .

Kemudlan bila persamaan meﬂgandung sebuah vektor peng1ntegral~<
an.}\i merupakan komponen covarian dar; normal ke rermukaan

permukaan § = konétan€8ehingga dapat disimpulkan :

TEOREMA.2,5 N .

Bila sebuah véktof covarian merupékan gradien sebﬁah
fungsi § , afau‘komponen kompone£ sebanding dengah kom
ponen - kompoﬁen sebuah gradien, medan vektor terdlrl
dari vektor —:vektor normal ke peymukaan ~ permukzan

dengan konstaﬁ.






