IV, ﬁESEBENTUKAN MATRIKS

Dua matriks A dan;B disebut similar jika dapat ditentu -
kan matriks non singulair P sedemlklan hingga B =_P“1AP
Menyelidiki persoalan harga karakteristik matriks similar memba
ngun teorema=teorema yang banvak.
Beberapa yang berguna dalam penyelesaian Persamaan Defferensial;
adalah sebagail be;ikut 3
- dua matriks similar mempunyai akar=akar karakteristik yang sa
ma.
- apablla-matrlks A gimilar dengan matriks diagonal D maka ele-

men-elemen diagonal dari D adalah akar-akar karakteristik da-

ri A.

- apabila akar-akar karakteristik dari A adalah berlainah, maka
A dapat dirobah menjadi ﬁatriks diagonal q sedemikian sehing
ga D = PmlAP dengan menggunakan matriks nén singulair 'P;r di @
mana elemen-elemen diagonal da:i D adalah akarfakar'kafékteré
ristik dari A. : |

. tiap matriks real simetris R dapat dirobkah mmenjadi matriks di
agonal D di mana elemehnelemen‘diagonalnya adalah akar-akax

karakteristik dari A dencan menggunakan matriks orthogonal F

sedemikian sehingga PflAP = P'AP = B,

- Apabila A matriks bujur sangkar typs n ya?q menpunyai n vek -
tor karakteristik bebas linear, maka matrlkq A similar dengan
matriks diagonal di mana elemen-elemen dlégonalnya adalah akar
akar karakteristik daxi A.

- setiap matriks bujur éangkar A adalah similar dengan matriks;
segitiga yang elemen~elemen diagonalnya adalah akarnakar ka- -
rakteristik dari A.

- apabila 2 matriks bujur sangkar real dengan akar-akar karak-

stik real, maka ada matriks orthogonal P sedemikian hing
=1

AP = P'AP matriks segitiga di mana elemen-—-elenen diagg;

(8]
jai]




5.1.

T

Vs SISTIM. ﬁfFCAMhAN DIFFERENS

I7L

BENTUKX.

Pandanglah system yang terdiri d

an defferensial tingkat pertama &ang me

fungsi yang tidak diketzhui y,, ¥Y,. ¥3 '

3 &
vang kerbkentuk a;qY ¥ ceecsenn + a;n3

b n¥n di mana a. i3 dan b koeff151ennkoefflslen konstant

n_.

uoocceonooaooy

libatkan n buah

I

ari n buah persama

L

‘r. 5 i ¢ o &
Pi1¥iy T

1= 1, 2 tieiaeosconachs yj acdalah fun¢51 fungsi dari t -~

[
i

yang tidak dlketahul akan ditentukan QT

3. . ' |

y“_:-—-.-—--- A (:] =_l; 21; e 0 ¢ 8 6D OGO CO L0600 R n)

Dengan bentuk lain system ditulis s

n

dy ay dy
a 1 3 2 . i o'} —_
11 é;“— + alz é:t—" . + 9 ¢ 90 g0 0 l‘ Q‘zn é-_t'—ﬂ - t‘ilyl + bgzyz
ceasno P bﬂnyn

dy dy') d'Yn :
R —2 ceeaae F — : +
ML T2 g " %on g "na¥1 T Pn2?2

dengan bentuk matriks, =ystem ini dapat ditulis sebagail -

a a a . hl! | .d__}f;'.. ‘F_b b
11 12 °°°° Tln | P11l 12
‘ o gt ‘ \
a a A l ‘—zg~2=]b. 2
21 ®az cccc fan 1G0T T2l 22
o i
* |
i !
a a es & i fzé— \b b
nl n2 *°° o lage 1) nl n2

a8 B

atau EYl = BY

jika matriks A non glngulalr maka A DY

r
|
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|
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nuueoooecuoecoonnuoaooo:ur)uoonnncuouoonnue
'

- 21 -

a a0 €9

¢ a8 o

o 80 o

7

= Z'.‘.m

P10 ¥y
b2n ¥y
bnné y3

lBY atau

(

1)




22 -

1

di mana C = A "B
Subsitusi yj =E§ Kk Uk atau
T2y Bry <eeeee- Prp
|
Y = \ Pyy Ppp creccc0 Pon 1
L?nl gpnz heecene pnn;j
di méha Ulg Uzp sowcsaveasanp Un adalah

vang tidak diketabui dan P =I?i51adalah

Turunan ke-t adalah?y%‘ =z?ik Ui atau
y? =P U’ anaooaaouo;uucgaooao
Karena ¥ = P U maka system (1) menjadi
y' = CP U éuqaa,,aoono¢on,,,,,

Dari (3) dan (4) didapat persamaan :

G

PUS = ¢ P U atau U’
Jadi subsitusi Yy pada system (1) denga
triks C membangun system (5) dengan koe

1

nD = P UC P yang similar dengan C.

Analisa dari persamaan differensial di

e

V]

PU 0090(2)

fungsi-fungsi baru

matriks konstant.

{3)

0D oD e o0 00 B 006000

(4)

b oD Ha OB A Aa R B &EUR

- (5)

o & @ 5 0 DS & 00

n koeffigien .ma-

ffigien matriks s

atas menunjukkan sa

lah satu cara timbulnya kesebentukan m%trikso

1

Kesesbentukan QP

D akan berguna s%kali apabila matriks

D dapat di diagonalkan adi mana elemen=elemen diagonalnya .

akar-akar karakteristik dexi C.

palam hal ini system baru {5) mempunyal variabel~variabel

terpisah,
au. }\
P Yy (3 =1,
peS : . . \
/i akar-akar karakterlstlk dari C,

T

saikan. Kemudian fungsi Y3 di dapat dari rumus ¥

2, ....0.. N 41 mana

schingga mudah disele-

P' Uo
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5.2. Contoh-contoh Penyelesaian.

29

Contoh : I. Selesaikan system persamaan

ay &y

L ' 2

—— e P el = Vi P 4&7
at Cde 1 2
dy - dy '

.._.....:E'.. e 3 Wz_ = Zy 1 + 6 ¥ 5
at at

Penvelesalian s

Dengan bentuk matrik9; system ini dapat ditulis sebagai :

AY' =B Y di mana,

1 2—\ 2 -4
A=} |-dan B = E
12 -3 | 2 6
-1 A% o _ _
piy = 15“1 241 3 ay9 = 2 3 2
& - s L A=
F1 T 7 822 -2 1
\al = -3 -4 = -7
P -
1,3 -2 37 2/7)
7\51 j;z._ 1! o= |
T 2/7 m1/7[
37 2/7] |1 -4 | [j 0l
-1 [ 1 |
C = A B=‘ t | = i
277 =1/1 2 6! Lo -2

Matriks € ini mempunyai akar-akar karakteristik yang berbg ‘

>
da yaitu /) = 1y - )5 = - 2 o
| - | la b
jadi ada matriks non singulair P = l
. ~1
sechingga P "C P = DI : r -
' ' (A 4]
di mana D = diagonal ( }}, }2} =
: = 5 =2

untuk menentukan P kita dapat menuliskan C P = P D, atau




- 24 -
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Dengan memperhatikanﬁmatriks«matriks itu kita dapatkan bah -
wa persamaan ini dipenuhi oleh skalar a, b, ¢ dan d. .
Pengan memperkalikanjmatriKSHmatriks ity dan mengingat ke
samaan dua matriks kita'dapatkan
a=a, b=0, c=0, ~2d = ~2d

jika kita ambil & = 1, d =1 kita peroleh

(1 o]

oo

P = |
o 1}
selanjutnya :
_dU K - . = —_ i~ —
S i 10 oy Uy
dt |
=l i:: ‘
du, |
21 e 2| |u,| 1-20, |
dt — R, ; . -l
du, as.,, .
dari -— =11, dan-—— = n2U2 kita memperoleh,
dt - |
Up = % et dan U, = ¢ Ch
2 2
dari ¥ = F U maka .
i ' i 7 ) 1
l ¥q ] [- 1 OI cy e et | [&1 et
| = -
! Y2 .! 0. ' IJ LCZ A% €

: —

Dari persamaan di atas didapat penyelesaian umum dari per-=
samaan differensial itu ialah :
Y17 % ®

Yo = Gy @




Contoh s IX

Selesaikan system persamaan 3

dyl dy3 K
2 ——= * — = 4yl + 3y3
dat at , _
day dy
3 L =2 42 %gﬁ_ = Gyl + 2y2 + 5y3
dt dt Cat
dyl dy2 &y3
-2 e 4 3 =St = -=5yl + 4y, n2y3
dt dt at '

Dengan bentuk matriks, svstem ini dapat

ditulis sebagai g

AY =BY di nana
(2 o 1_1 a4 0o 3]
A =3 2 } dan B =| 6 2 5\
2 3 1 | | .5 4 2|
L L -
;A !=2+o+9;+2—12+0=l
r |
| ~5 3 -1
I R LA I
2] |
- |11 -6 2j
c=2"13 _
i T T T2 4 o]
53 73 |40 3 | | 302 21
i :
== 4 ] |s 2 5| = i1 £ 1
. P : l |
11 -6 21 ks 4 -2 2 -4 -1
[ o i -t - _
'Cm)ﬂw=0 (M 3) (e 4) (N1 + 8+ 4( re 8) +4()-3)

w (P4 1).2 =0

(Fe 33 (P ) (R4 1) + 6 ?dB

(Mo 3 (Pe 2 (M1 = 0

!

e N |
ro=3, ?
}

2,

2 3

0

adalah akar-akar
karakteristik - :




o

dari ,

Sehingga P”lC P

di mana D

Untuk menentukan matriks P kita dapat

atau ¢ | 3

2
|
L1 4
II‘ "‘2 “4:

dengan memperkalikan matriks-matriks itu

ngat kesamaan dua matriks

2 1a b
|

1 1d =)
3

=x A h

-t o

T-a b
Plz | d e
l'g h
=0
diagonal ( /7y, zY 73)

c| [a
£l=14d
1

il L9

kit

dipenuhi oleh : 3a + 2@ + 2g

3 + 28 + 2h

Jo 4+ 26 + 2i

a + 4d + g =

b + 4e + =

c+ 4 ¥ 1=

22 - 48 « g

=2h ~ de - g

~2¢ = Af = i
fa + 44 + &g = Zd.
-2a - 4d -~ 4g = . 24

2a = 0 a=0

b 4+ 2e + 2h = 2b
b+ 2 + h=20_ ~2h
o=

3 U 4 |

jadi ada matriks non singulair

—| :

7
£

i

3 o o]

=l o 2 ef

.L & 0 1J
menuliskan C P = 2 D
b o< (5 o o
e £ 0 2 ¥
Boi| [0 0 1]

1, dan dengan mengi

a dapat bahwa persamaan itu
= 3a s 2d + 29 =0
= 2b —p b+ Ze + 2h = 0
= c —F gc + 2f£ 4721 = 0

3@ ——+a+d+g=0

2¢ ——" b+ Z2e +h=270

£ — b+ 3+ L=0
= 3go—iom 22 - 4d - 4g = 0
= 2h——0> -2b - de - 3h = 0
= 1] ——>k2c ~ 4F = 21 = 0

+ 2g =0

- 20 = 0 Hisal g=1l, maka

g = ~1

+ 4 + 2h =0

- be = 0 b = ~2e, misal
1, maka b= =2 |
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2c + 2 4+ 2i =0 -2C
- - Af = i = S
2¢ AL 21 Q + i
~2f = 0 £f=20
Jadi kita peroleh s‘
L0 -2
P o= w] 1
L1 o
dari U° = D U atau :
du r — -
i 3 0 ol |u
at
au :
—2 020 2 ol |u,i=
dt
du '
_3 0 0 1] |Uyl=
at | - - e 2
- . . . B3t
dlpb;oleh 2 Ul c, €
L 2t
U2 = 202 e
- .
Uy = C5 e

Jadi penyelesaian

Yli E 0
% Y2i= i =1
% Y3% i;li
atau @ Yl
L2

Y

1 c

!

C Oy,

« 4f -~

30 l

umﬂm persamaan differe

1 .
2t
¢ a; c, e
0 mli l . et
L. 2 !
wZCﬁ'GZt + ¢ et
2 3
e é3t
1<
3+ t
cq @ PR

21

misal

0

c=1, maka i

nsial itu adalah

-1

L]

R




Contoh ILI

Selesaiakan sistim :

dy ay dy

__l.+ 2 22 403 _ui. =Yy - 3y2 + 2¥4-
at dt at b
dy ay dy

__l.+ 3 _a%. 4 4 m_g = Yl wn 4YO + 3y%o
at dt at - 7
dy dy ay .

3 + 4 2 + 3 =32 = Yy 3y2 + Qyjo
dt dt at T

Penyelesaian :

 Dalam bentuk matriks sistim ditulis sebagal berikut :

- 'lev — e e
1 2 3 = 1 =3 5 ¥,
o
| v,
b1 03 4 =1 |1 A 3t |y,
| e
| 1
! |‘3
i | lays | ] é
L 4 3 i i1 3 41 iy
- p ide - e I SR
| 4 (0
Lo o
atau : Ay = BY
Yl = ﬁmlﬁy |
:::Cy
— -
7/2 -3 1/2
At o= BLo= a2 0 1/2
2] -
o P 1/2 112
c=a"te
[l . ’-l' |——
7/2 ~3 1/2 % 1 -3 2
Cc = ~1/2 0 1/2 ( 1. -4 3
120 1 -l/2 | ! 11 -3 4
]




Matriks € ini mempunyai akar-akar karakteristik yang berbe |

da

(1 0 0

|

1 0 -1 0
lcﬁm: l = 0

1-M 0 0

0 e 1

0 -1 -

(1 =)= M) (=) + (1 =N)

(L -2 (A% 4 @ =) =
@ - A1y = o

(1 ~M)(PM+1)(N-1i) = 0

N =i dan /5 =

3

= 0
0

~i

Jadi ada matriks tak singulair P sedemikian hingga :

-1

P CP =D

di mana D = Diagonal { }1; /xz;

R
o s
o
o

0

/\-3) =

]
!
|

-1

Untuk menentukan matriks P kita dapat menuliskan CP = PD

atau :
10
0 0
0 -1

Dengan memperkalikan matriks-matriks

o7 [a b el 2 opoc
11 |a e £ ‘ =ld e £
OP; g h k“l L? h k@

1 S

1o e‘.
(P i 0 E
! A
0 0 -i

S

itu dan dengan mengi-




ngat kesamaan dua matriks kita dapat| bahwa persamaan itu
dipenuhi oleh a = 1; b= 0: ¢ = 0; &l= 0; e = ~i; £ = i;
g=0;"h=290 dan,er 1/

=

Jadi kita peroleh matriks P atau :

r 7
1 0 4]
P = l 0 ”"i L
| o 1 1
L -
Dari U' = DU atau
du = o : - = _
Ll i1 6 o ly U, i
dt ;
dU? :
— 0 i 0 U, |= le
dt
dU3
 — g 0 -1 U3 ; 10,
at R o
. } - _ £
kita percleh : U, = C. e _
‘ 1 1 _
- it
Uz = C2 e
e o, ~it
ﬁ3 = C3 e .

Jadl penyelesaian umum persamaan differensial itu adalah :

- i - . E i t 7
¥y 1 6 0| lcje
Yy | = ¢ ~i‘ i Cz elt
Y3 0 1 1] |gge™t
— . i - —
C, e~ -
1 t
| kl e
y it . o vit
= miC,en T+ Cgle = | k, cos t + ky sin t
it ~it ' |
Cpe * Cqe k, cos t - k? sin t B
_ ~ S '




5°3°

.31 -

atau
y{ * kl et
vy, =. kg cos t Hgsin t
Y4 ='k3 cos L -~ k2 sin t.

Bentuk.

Tegrema

L)

Ambil 2 sebagal matriks konStant {nzx
mensi n.

Kemudian probklema nilai awalnya.

. Yi({t) = A Y(t)
Y 30) = B
mempunyai 'penyaiesaian pada interva

Penyelesaian ini diberikan oleh Rumus [z

Y (&) =e B

Lebih umum lagi,. peanyelesaian khusus 4

awal problem di atas yaitu :

Y'o(t) = A Y (t)
Y (a) = B
e(t-a)R p

maka : ¥ (t) =

juga nmemberikan rumus yang explisit un
system homogen denqan koeFflclpn konst

pergunakan cara perhltungan exponensia

n) dan B vektor de-

1 S Lt L

ari persamaan nilai

tuk menyelesaikan

ant di mana masih di

tA

1 e yang biasa, ig

ka kita akan menghitung o th

rus menghitung unsur 2¥ untuk ¥ = G, 1
‘ k
kemudian menghituna jumlah dari tiap ?

el

& wk (k) /k” ( )ﬁJ mana 13

N ij

langsung dengan deret kita ha-

"27 ouoﬂoooonouo}':n

eret =

sejalan dengan Aka




- 32 -

Pada umumnya penyelesaian tersebut tidak bisa diselesaikan
kecuali matriks A dengan unsur-unsurnya sudah diketahui,se

bagai contoh : jika A adalah matriks %iagonaly katakanlah

A = diagonal ( g, Moo eseeseecccocs ANl

maka tiap unsur dari A adalah unsux d%ri matriks diégonal,

| _

Pada kenyataannya Ak = diag{ 7\§, )\53 esocsnas >\i )
: t

oleh karena itu pada persoalan ini, e?A adalah diagonal ma

triks diberikan oleh e

E
!
t
diag ( E —t—-—- )\_ aunouau’oo?ﬁ_% )\"
0

= ok k ' to £ k
k=0 k TR == IS n
= diag (e+t)3 l,eohnaeoe; e F A )

Cara lain yang lebih mudah untuk menyelesaikan persoalan

ini, adalah jiké'h matriks yang dapat di diégonalkan, se-
bagai contoh ¢ jika'terdapat matriks non singulair C sede
‘mikian sehingga dﬂl a C adalah matriks diagonal, katakan-
lah ¢'ac =D
déri hal mana kita dapat menemukan i

2

A% = { coe™ty (eoe ™ 2c

= CD°C )

k 1

dan secara umum 2k = p® 7

oleh karena itu:dengan'persoalan ini kita dapatkan :

k ' v ko k

. (] . s .
— k., k — . i -
otB = > A = = LS p¥e 1_¢ = £ED ¢ 1'
k=0 k' ° k=0 k' k=0 Kk’
= C etD C=1

Di éini kesulitan terletak pada pengoperasian C dan in-
{ _
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versnya sekali hal ini sudah didapat €

tung.

sudah barang tentu tidak setiap matrik

R skan mudah dihi-

s dapat di diagonal

adalah terbatas;

kan jadi penggunaan deffinisi di atas
Contoh & I - -
: £2 o 5 4
Hitung e - dari matriks a2 x 2) | |
Pl 21
Penyelesaian :
Dari matriks & ini didapatkan harga karakteristik :
N e~
1 6 rz 2 - 1
- Fa b
terdapat matriks non singulair C = sehingga
me d
_ , 6 0
CnlA c= D, di mana I = diagonal { >Hg ?b)-é
- ) 0 1|
untuk menentukan CF kita dapat menuliskan AC=CD

|

|

L

——

4

[}

a _bl
L: 4]

atrikg-matriks

{;
|

1< -

; _ e
1 B Lo

al i

21

i

dengan memperkalikan i

-

itu, kita dapatkan -

pahwa persamaan ini dipenuhi oleh ska

ambil ¢ = & =

'

~-d.

N

dengan a = 4¢, b

|
. |
4 -1 o 1 1]
c=- | ¢’ =1/5 n
1 1] IRy
—— ot e L
selanjutnya @
' T 7
4 =1 e 0
JEB = c”l . 1/5
' 1 3 \O e
; = i
[7-4 -1 l [eﬁt . 66t ’
= /5 | | ' |
11 1] [-e® ae®
|- - b -

lar a, b, ¢, Q.

1, kita peroleh :




|
!ﬁeﬁt 4 et 4e6t
= 1/5 l
] eﬁt . et_ e6t +
etA = 1/5 i (4@6t + et)(e6t + 4et) -
_3e™
5

Contoh : II

Selesaikan system persamaan linier ¢

m% yi = & yl + 4y2

dengan syarat y,(9) = 2, y,(0) =

Penyelesaian 3
Dengan bentuk matriks, system di atas

gai 3

Fot
[
|
s
o
1

= Aoy ()

deﬁgan menakai rumus
y (£) = e y (0)

di mana etA sudah.dihitung pada soal

6t t 5t & |

de +a Code - be
A : : D
e = 1/5 D o :
L6t ot &5t 4 2ot i
di dapatkan °{ﬁy1fﬁ T set 4 et
t irl/s 6t Lt
2 )

(466t

-

~ o

dapat ditulis

| S
[l Ut
[AS] =3
\\J

No. 1 yvaitu :

e 4et)(e6 

t £

saba -

me):
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= A - D
yl e - Ze

Yo = & + 2e

-

Contoh  IIT

Selesaikan system persamaan linier
A T
y', =Yt 2y,

g :, ' .
AT A I E

di mana syaratnya .o yl(O) = 1, ‘y2(0) = 2, 'y3(0) = 3

renyelesaian :

il

v (t)

[ I
(=]

g -
A y(t) v =12 dan h:‘l

Ei_..z
[}
i

L3

dari matriks A ini;didapat harga karakteristik
s = 4 0
=

| B I?- =iy 2 wAQ

1 2 2 M%J

(5 =N) (2 =) (2 =) - 4@=X) = 0 |
(2 =) { 19“?;# N4y = (2 -2 e N6 ) =

N~ ~ ~
1= 2, fz = 6, /3 = 1

_Kita dapatkan matriks non singulair
i b

sehingga clac = D




T ST

o © o,

0 6 0

o o 1

untuk menentukan matriks C kita dapat menulis

di mana D = diag ('210 >bv )é)‘ =

AC = ¢ Dataua

2

(o2 v
o [ ]
f—

P
L
L.

[

l 5 4 0] la b c| [a b c
’1 2 0 a4 e f|=]8 e f

1 2 2} lg b i Lg h i

Dengan memperkalikén‘matriks¥matriks itu dan dengan mengi;
ngat kesamaan dua matriks kita dapatkan bahwa persamaan -
itu‘dipenuhi '
a=20, b=4, ¢ z”i, d=0,e=1, £=-1, g=1, h = 3/

i=1

¢y = 572 €y = = 5/2 Cyy = -
Cip =1 Cop = 7 4 C32 = ?
Cig=-1 Gy~ 4 Cy3 =
Ts/2 -5/2 <5
. .
¢ =1 -1 0
-1 4 0
.5/2  5/2 5 | -1z |12 1
clteasln 20 = las s 0
IS B I VARV [
selanjutnya 3
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etﬁ = étD C 1
- T2 ' . N
0 4 1 e 0 o_} j-ly2 12 1
= |0 1 -1 )o et o | 1/5 1/5 0
|
1 32 1 j0 o ey |l/5  -4/5 0
.0 4 l‘i T:l/z 2t 1, o2t 2t
= {0 1 -1 i ;‘ 175 %8 175 &% 0
132 1] -uset -aset 0
(a/5 %% 4 1/5 oY) (475 5t ~ a5 5 o
= s et s as ety ass P4 am et 0
(w172 o?s 3/10e%F+1/56%) (1726254371065 -a/5e") et
Di dapatkan :
(ass e 4 175 B (as5 &BF o ass € 0 1
(1/5 &%t — 175 %) (175 %t + ass &%) 0 2
(-1/262E43/10e5541/5e5) (1726254372055 1/5%) 201 | 3
475 5t 4 175 oF + 8/5 &% - 875 &F = 12/5 6t _ g5 &t
1/5 &5t = 175 ot v 2/5 5% 4 8/5 &% = 35 5t 4 75 &t
i1/2 o2 4 3710 &% 4 1/5 e + o2F 4 3/5 &®F - 8/5 et + 3 ot
772 &*t 4 5710 %% « /5 &F






