HIMPUNAN TERURUT PARSIAL

‘Sekali lagi kita dalsm mendefindsikan himpunan  teru

relagi "lebih kecil dari pada atawn sama dengan" yang e

ring menggunakan simbol .

1. Definisi himpunan terurut parsial.

Definisi 1 : Suatu himpunan bagian P dari hasgil ganda ~

ganda cartesius S x S disebut suatu urutan

parsial dalam himpunan S jika dipenuhi 3 -

syarat ! 7 |

(i). (x,x) &P, untuk setiap eleman x dari-

. S' | )

(ii)..Jika (x,y)€P dan (y,x)e P, maka -
x -'y untuk setiap dua elemen x dan y
dari S. |

(iii), Jika (x,y)&a?P den (y,x)€P, maka -

(x,z)c P, untuk setiap tiga elemen

x,y dan z dari S.

Syarat (1), (ii), (iii) menyatakan bahwa urutan -

parsial merupakan relasi yang reflexive, antisymetris

dan tramsitive.

Catatan 1 : Untuk memudahkan memberikan contoh, maka -
apa yang dinyatakan dalam huruf yang berbe~

da berarti himpunan yang berbeda pula.

Contoh.
S ={a,b,c1

rut parsial berdasarkan pada gifat-sifat yang dikenal pada




1. P = [(2,8),(a,5), (,D),(c,e)} ceerene(1).

Jelas P adalsh urutan parsial dalam S dan relasi P - :

adalah reflexive, antisymetris dan transitive,

2. P = {(a,a),(b,b),(c,0),(a,b),(b,c)}

P bukan urutan parsial dalam S sebab relasi P hanya-

reflexive dan antisymetris tetapi tidak transitive -

yaitu dengan (é,c)%l’.
3 P = 1(a,a),(a,b),(b,c),(a,c)}

P bukan urutan parsial.dalam S sabab relasi P hanya- -

antisymetris dan transitive.tetapi tidak reflexive =

yaitu dengan (b,biféP. ‘
4, P = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a)3

P bukan urutan parsial dalam S sebab relasi P hanya- 9

" transitive dan reflexiwe tetapi tidak antisymetris -

‘yaitu dengah a # b.

Mari kita smati bahwa konversi dari suatu relasi u t
rutan parsial dalam suatu himpunan adalah urutan parsie |

al juga dalam himﬁunan tersebut, Yang mana kita beri su .

atu notasi P_,

Contoh. _
Misalkan P = {(a,a),(a,b).(b,b),(cyc)3
P, = l(a,a).(b,a),(b,b),(c,c)3
Jelasglah P_1 adalah urutan parsial juga dalam himpunsn-
S.

| Dengan jelas bahwa dalam himpunsn yang sama, misal

S =ga,b,c5 kita dspat mempunyai beberapa urutan parsial

yang bebbeda .

Contoh.

Q= [ (2,8),(b,0),(c,0)) |

R = | (a,a),(b,b),(c,c),{ave)] | vevonnal(2).
M= {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,c),(a,c)s

Simbol serihg kali dipakail untuk menunjukkan -




urutan parsial sembarang dalaﬁ suatu himpunén. Jadi -
bisa berarti P. |
Contoh. | .
P =] (a,a),(a,b),(b,b),(c,c)}
,=§_(a,a),(a,b),(b,b),(c,c)S
Dalam hubungan ini, jika (x,y) adalah elemen dari- |
urutan parsial makzs kenyataan :ini dapat ditunjukkan de& :
ngan : £ (x,y) atau 7/(y,x). atau x4y atau y<x.
Jadi untuk P = (a,a),(a,b),(b,b),(c,c)

mempunvai : afa, b4b, c4c, ac<h,

Definisi 2 : Suatu pasangan berurutan (S, <) disebut se

bagai himpunan terurut parsial bila . ada .

1ah urutan parsial dalam himpunan S.

Contoh. :
misalkan S {a,b,c}
make  ( {a,b,03, {(a,8),(a,5),(b,0),(c,e) } ) adalen -

himpunan terurut parsial.

Dalam prakteknya, dari pada (S, £ ) disebut sebagai him-

punan ‘terurut parsial dan dikatakan S adalsh himpunan - |

terurut parsial oleh .
Misalkanw§ = §a.b.c} dan Q,R dan M yang diberikan |

oleh persamaan (2) maks :

(5,Q) = S adalah terurut parsial oleh Q.

(S,R) = S adalah terurut parsial oleh R.

($,M) = S adslah terurut parsial oleh M.

masing-masing disebﬁt himpunan terurut parsial .

Selanjutnya x4y dibaca :"x lebih kecil atau sama deng- |

an y", '"x sama atau mendahului y" atau "y lebih besar - ?

atau sama dengan x" atau "y sama ataﬁ melebihi x". .

Misal himpunan (S, £) adalah himpunan terurﬁt parsial =~

jika untuk dua elemen x dan y benar bahwa x<y, yaitu - :




(x,7) ¢ ( £) maka x dan y disebut dapat dibandingkan.

Jika dua elemen x dan y dari himpunan terurut par- .

sial (S, <) tidak dapat dibandingkan, maka kita dapat - -

menuliskan dengan : x4£ y dan y#;x.

Dari reflexivitasnurutan parsial, jika S adalah -

himpunan terurut parsial maka setiap elemen adalah da;

pat dibandingkan terhadap elemen itu sendiri.

Namun dari ketigajbuah syarat dari definisi urutan par-

slal tidak ada yang menyatakan bahwa dua elemen dari -

himpunan terurut parsial adalsh dapat dibandingkan.

Contoh.

S = {a b CS merupakan terurut secara parsial oleh Q 'da

ri persamaan (2) jelaa tidak ada dua ele'
men yang dapat dibandingkan.

Contoh yang klasik.

Jika untuk setiap dua elemen x dan y dari himpunan S ki

Ha menulisnya x <y Jjika dan hanya jilka xCYy.
Selanjutuya kita dapat melihat bahwa :
(s, C) adalah terurut secara parsial oleh C .

(S,= ) adalzh terurut secara persial oleh = .

Sebaliknya jika untuk setiap dua elemen & 3, ditulis : :

(s, €) bukan merupakan himpunan terurut parsial.

Jika untuk setlap dua elemen x dan y dari bilangan alam

n maka dapat ditulis dengan @
x {y iika dan hanya jike (xey)V(x =1y ) ceesessl3).

Kita melihat segera bahwa untuk setisp bilangan alam n- -

(n,( ¢atau = ) merupakan himpunan terurut parsisl.

Demikian Juga himﬁunan dari semua bilangan alam ada's .

1ah terurut parsial persamaan (3). Hal ini disebut urut

an parsial yang asli.

Hal yang sangat penting dan erat hubungannya deng-

an relasi urutan parsial adalah relasi urutan. Motivasi;




kita dalem mendefinisikan suatu urutan didasarkar pada-
hal-hal yang biasa berlaku pada relasi "lebih kecil" de

ngan notasi <4 .

Definisi % : Suatu himpunan bagian E dari hasil ganda -

| cartesius 8 .x S disebut suvatu urutan dalam
himpunan S Jika dipenahi 2 syarat :

(1), (x,x)f‘:E untuk setiap elemen x dari S

(ii). Jiks (x,y)€E den (y,z)EE, make -

(x,z) €E, untuk setiap tlga elemn x,y

dan z dari S.

Syarat (i) dan (ii) ini menyatakan secara berurut-
an bahwa urutan ini adalah‘relasi irrefoexivie dan rela é
gi transitive.
Contoh. _
E = {(a,b),(c,d)S adalah urutan dalam himpuna
ga,b,c,ds

Simbol "L " geringkali dipakai untuk menyatakan su
atu urutan sembara_ng dalam suatu himpunan {a,b,c,dS |
yaitu : £ = {(a,b),{c,d)} |
Disini juga pasengan berurmtgn (S, £) disebut himpunan- §
yang terurut oleh <, |

Misalkan (S, <) merupakan himpunan terurut. Jika = |
untuk duz elemen x dan y dari S, berlaku bahwa
(x,y) € (£). Maka hal ini diny#akan dengan :

{ (x,y) atau 7 (y,x) atau x<{y atan ¥y Dx.
dan dalam hubungan inilkita kxatakan bahwa dalam himpun- f
nan S yang terurut oleh ( , elemen X dan y adalah da‘e
pat dibandingkan, |

Jika dua elemen x dan y dari himpunan terurut ; -

(S, ¢ ) tidak dapat dibandingkan, maka kita menyebutnya-

dengan x«ty dan yl X




Lemma 1 : Misalakan (845 <) adalash himpunan terurut. Ma-

ka untuk setiap dua elemen x dan y dari S 3

(x(y) —v{ydx). \

Bukti,
Andaikan bahwa x{ y dan vy x, maka menurutt transitivi-
tas dari { , kita harus mempunyai x{ x yang kontradike -

sl dengan irreflexivutas dari < .

Lemma 2 : Misalkan (S, %) adalah himpunan terurut seca- ;
ra parseial. Maka ﬁntuk setiap dua elemen m® -
dan y dari S, kita dapat menuliskan dengan :
x{y jika dan hanya jika (x<4y)A(x7#y). Maka "

(S, ¢) merupakan himpunan terurut.

Bukti.
Kita bandingkan antara definisi urutan parsial dengan - :
definisi urutam maka akan tampak bahwa lemma 2 ini meru .

prkan hubungan antara urutan parsial dan urutan dalam - :

suatu himpunan.

Lemma 3 : Misalakan (S, /) adalah himpunan terurut. Un% j
tuk setiap dua elemen x dan y dari S, kita da
pat menuliskan dengan :

x ¢y jika dan hanya Jika (x(y)V(x =7 ).
Maka (S, £) merupaken himpunan terurut parsi=
al,

Bukti.

Tni juga merupakan perbandingan dari pengertian urutan- 7

dan urutan parsial dari suatu himpunan.

Catatan 2 : Untuk memudahkan dalam memberikan contoh ma
ri kita setujui suatu konfigurasi seperti -

himpunan :




. elemen-elemen dari S ysng berbeda dalam kurung yang sa
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{;a.(...;a;b;...qc§...),(...m;n;...),...)5 eeeesld)

akan mewakili nimpunan terurut parsial (S,4 ) dimana -
5 = it'ao ,a’bg'oooo’c,coooym’nyiﬂoo 5 1000-0(5).

Konsekuensinya dalam suatu konfigurasi seperti (4)

ma adalah dapat dibandingkan dan elemen-elemen yang men
jadi bagian pada kurung yang berbeda tidaklah dapat di-
bandingkan,

Jadi menurut (4) urutan parsial yang diberikan (1)
akan ddwakili oleh | (a;b),(c) | .
Mari kita amati bahwa konfigurasi dari (4) memberikan -
ihformasi yang berhubungan dengan kedua himpunan S dan-
urutan parsial £ (atau urutan dari < ) dalam S,
Jelaslah bila kita mengataksn himpunan terurut parsial-
A= { (a;b),(c;d)‘s yaitu yang dimaksud adalah @
Himpunan dengan S = { a,b,c,d3 dan
Urutan parsialnya {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(c,d)}

Elemen-elemen dari himpunan terurut parsial.

Definisi 4 : Misalksn (S, <) himpunan terurut parsial -

suatu elemen aCS disebut elemen mirimal -
dari S iélah apabila :

Untuk semua x yang memenuhi x 42z maka x = a,
Secara sama suatu elemen m ¢S disebut seba
gai elemen maximal dari S ialah apabila 3

Untuk semua x yang memenuhi a4 x maka x = a,

Dengan k=ta lain a adalah elemen minimsl dari S ji
ka tidak ada elemen dari S yang mendahulul a. Sebalik -

nya elemen m adalah elemen maximal dari S jika tidak a

da elemen dari S yang'melepihi m,
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Himpunan terurut parsial bisa mempunyai atau tidak mem- |

punyai elemen minimal ataupun elemen maximal.

Contoh,

T

Himpunan yang mempunyai elemen minimal,

A = {(a)S

B = {(a;b),(d;e))

C = §(a;b),(c;...;dz;d1;c1;cz;...;h),(...;m2;m1)j
D = {(...;az;a1;...;be;b1;c1;c2;,..;d2;d1),(a;b;c)}

Disini terlihat bahwa himpunan A dzn D mempunyzi se-

buah elemen minimal , sedangkan himpunan . B dan C mem

punyali dua elemen minimal,

Himpunan yang tidak mempunyai elemen minimal,

E = i(...;a2;a1;b1;b2;...)s

F = }(...;ag;ai;b1;b2;...),(...;cz;cz;e1;e2;...)5
Himpunan ysng mempunyai elemen maximal.

Seperti pads contoh no. 1 pada himpunan~himpunan 3
A,B,C,D, Disini terlihat bahwa himpuna B dan D mempu
nyai dua elemen maximal dan'c mempunyai tiga buah -
elemen maximal serta A mempunyai sebuah elemen maxi- f
mal.
Himpunan yang tidak mempunyai elemen maximal sama se |
perti pada contoh 2 tentang himpunan E dan F masing- é

masing juga tidak mempunyai elemen maximal.

Definisi 5 : Misalkan (S,% ) adalah himpunan terurut -

parsial. Suatu elemen pCS disebut elemen-
pertama dari S ialah apabila ¢
p £ x untuk setisp x¢S.

Sebaliknya suatu elemem g¢ S disebut elew- -
men terakhir dari S ialah apabilia :

x £ g untuk setiap 'xes.,
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Jika didalam S terdapat suatu elemen p sedemikian hingwé
ga p £ x untuk setiép xS, maka p adalah tunggal, sebabi
jika q €S sedemikian hingga q < x untuk setiap x&€ S maka |
mungkin p ¢ q atau q¢p. Namun menurut transitivitas & -
menjadi p = q. Jadi p adalah tunggal dan kita menyebﬁt—u
nya p adalah elemén pertama dari S, |
Demikian juga jika didalam S terdapat suatu elemen t se
demikian hingga x £t untuk setiap x€S, maka t adalah -;
tunggal. Sebab jika u €S sedemikian hinggé x<u untuk -

getiap x¢ S maka mungkin t £u atau u &£t, Namun demikianE

#

menurut transitivitas 4 menjadi t = u, Jadi t adalah

tunggal dan kita menyebutnya f adalah elemen terakhir

dari S.

Definisi 5 menyatakan'bahwa elemen terkecil atau
élemen terbesar dari himpunan terurut parsial pasti da-
pat dibandingkan terhadap Betiap elemen S. .
Sedangkan menurut definisi 4 ﬁntuk elemen minimal dan -i
elemen maximal dalam'himpﬁnan:terurut parsial tidak ha-
rus dapat dibvandingkan.
Jadi setiap elemen pertamapasti elemen minimal dan seti
ap elemen terakhir pasti juga elemen maximal, Tetapi ti%
dak sebaliknya, yaitu setiap elemm minimal belum tentu-
elem npertama dan setiap elemm maximal belum tentu eler
men terakhir,
Contoh. :
1.4 ={a)
Digini himpunan.A‘sekaligus mempunyai elemen minimal
elemen maximal, elemen pertama dan elemen terakhir, '
Yaitu a itu sendiri.

2. G = [(a1;a2;a3;..».;b3;b2;b1)l '
Himpunan G ini mempunyal elemen pertama dan elemen - .

minimal a, dan elemen terakhir /elem ren maximal by.




%, Himpunan-himpunan B,C,D,E,F da}am persamaan (6) ti - .

4.
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dak mempunyai elemen pertama dan tidak mempunyai ele

men terakhir.

£0k5 (83

@

Elemen pertamanya tidak ada, sedangkan elemen mind e

malnya | a,b ) dan § b .

Elemen terakhirnya juga tidak ada, tetapi elemen maw

ximalnya {a,b,c,eS dan ia,b,c,d b .

gLo,Q,,c}"

Elemen pertama = elemen minimal yaitu { d S .

' Elemen terakhir = elemen maximal yaitu { a,b,c} .
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z. Bétas-batas dari himpuna terurut parsial.

Definisi 6 : Misalkan (S, £) merupakan himpunan terurut

parsiel. Suatu elemen wgS disebut batas -
bawah dari himpunan bagian A dari S apabi-
la : w4x untuk setiap x €A,

Sebaliknya elemen v €S disebut bkas atas -
dari himpunan bagian A dari S apabila

x &.v untuk setiap x¢cAh,
%

Contoh.,

1.

G = g(31;32;33;'°--3b3?b25b{)3 | _
Maka batas bawah untuk himpunan B =.§b1,b2,b1,...,..3}
adalah himpunan A. = ga1,a2,a3,..,.s , namun demikis °
an tidak satupun merupakan elemen dari himpunan B.

={(a;b),(C;..;d2;d1;e1;82;....;1’1),(....;mz;m1)} :
Maka ¢ dan h merupakan batas bawah dan batas atas da
I‘i himpunanH-2C,cc-.ydz,d..l,81,8230000,118 E -
dan ¢ serta h adalah anggota H.

Himpunan bzgian terurut parsial bisa mempunyai atau ti-

dak mempunyai batas atas atau batas bawah,

Definisi 7 : Jika suatu himpunan bagian A dari himpunan :

terurut parsial mempunyal batas bawah, ma-

ka A disebut terbatas kebawah. Jika A mems
punyai batas atas maka A disebut terbatag-
keatas. Dana jika A mempunyai batas atas -2
dan baiés bawah, maka A disebut himpunan -

_yang terbatas.,

Mungkin juga terjadi bahwa himpunan L dari semua -

batas bawah dari sebuah hlmpunan bagian A dari hlmpunan;

terurut parsial S mmpunyai elemn terbesar g. Jelaslah g




15

adalah tunggal dan konsekuensinya tepatlah bila disebut
batas bawah terbesar derl A, Memang g¢ L, tetapi g ti.g
dak perlu harus anggota A. |

Batas bawah terbesar dari himpunan bagian A dari -
himpunan tergrwt persial S yang juga disebut "Infinum "
darli A dan biasanya dinyatakan dengan : glb A atau .
Inf A.

| Mungkin juga terjadi bahwa himpunan U dari semus -

batas atas dari himpunan bagisn A dari suatu himpunan -
terurut parsial mempunyai elemen terkecil v. Jelaslah -
bahwa ? adalahintunggal dan konsekuensinya tepat untuk
menyebutnya batas atas terkecil dari A. Memang v¢g U, te
tapi v tidak perlu anggota A,

Batas. atas terkecil dari himpunan bagisan 4 dari - -
himpunan terurut parsial S disebut "Supremum" dari A -

dan dinystakan dengan ILub A atau Sup 4.

Perhatikan himpunan bagian A = {..m.,b1,c1,b2,02”4.

dari himpunan terurut parsial yang diberikan oleh D da-

lam persamzan (6). Meskipun A terbatas keatas, iju ti =

dak mempunyai batas atas terkecil, Sebaliknya glb A = a, -

jelaskah a, ¢A .

Selanjutnya perhatikan himpunan b2 gian :

E = ib,',bz,....B

dari himpunan terurut parsial pada persamaan (7), meski '

pun B terbatas kebawah, tidak ada batzs bawah terbesar.

Sebaliknya lub B'=_b1m dan b1f;B.

Theorema 1 : Suatu'himpunan terurut parsial (5,4£) mem-

punyai elemen terkecil Jika dan hanya jika
himpunan kosong ¢ mempunyai batas atas da

lam S.
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Pertama kita amati bahwa setiap elemn x €S adalaﬁ batas
atas dari@. Tetapi jiks x€S maka (Vy)(yeg —> y£x)
adalsh benar karena antesedennya salsh dari implikssi 1
ni. Sekarang jika S mempunyai elemen terkecil v, maka v
adalah yang terkecil dari semua tatas atas dari ¢.

Secara konversi maka karena elemen x €S adalah batas -
atas dari ¢, maka selanjutnya bahwa jika ¢ mempunyai ba
tas terkecil, katakan v mzka v pasti merupakén elemen -

terkecil.

Catatan 3 :ISeperti yang terdahulu, konversi P“1 dari e
getiap urutan parsial P dalam suatﬁ himpu -
nan S adalah urutan pargial Juga dalam himg
punen S. Selanjutnya (P_4)_q = P. Jadi him
punan_tefurut parsial (S8,P_;) dual dari -

(s,p) dan P_1.dualnya P,

Sekarang misalkan (S,P) adalah himpunan teruwut -
parsial dan (S,P_,) adalah dualnya. Menurut definisi da
ri 4,5, dan 6 maka kita ketahui bahwa elemen tertentu i |
sepertl elemen minimal, eiemen‘maximal, elemen pertama-
dan elemen terakhif demikian' juga dengan batas bawah, -
batas atas, batas bawah terbesar dan batas ates terke =
cil dari himpunan_bagian A dari S sesuai dengan (S5,P) ,
menjadi pasangannya yaitu : elemen maximal, elemen mini
mél, elemen terakhir, elemen pertama dan juga batas -
atas, batas bawah, batas atas terkecil dan batas bawah-

terbesar, dari himpunan bagian A dari S sesual dengan -i

(8,2_4).
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Pasangan yang disebut diatas darl elemen bagian da

ri himpunan terurut parsial tersebut, sebagai dual dari

elemen tertentu itu.

Lemma 4 : Misalkan (5,P) adalah himpunan terurut parsis
al, Kemudian elemen tertentu dari himpunan ba
gian A dari S sesuai dengan (S,P) menjadi du-

alnya untuk- 4 sesual dengan (S,P_1).

Bukti.

Seperti yang sudah kita ketahui bersama bahwa konversi-

P dari setiap urutan parsial P dalam suatu himpunan S

-1
adalah urutan parsial juga. Dengan keterangan tersebut-
jelas bahwa lemma tersebut dapat terbukti. Jadi glb A -

dalam (S,P) menjadi lub A dalam (S,P_1).

Theorema 2 : (Theorema dualités). Misalksn pernyataan -

2

q:adalah theorema dalam setiap himpunan °-
terurut parsial (S,%). Jika dalam setiap
elemen tertentu ditukar dengan dualnya, -
dan £ dengan ¥ , makapernyataan itu menjadi-
theoremé lagi yang disebut dual dalam geti

ap himpunan terurut parsial .

Bukti.

Karena theorema 2 ini merupakan dual denggn theorema 1-
dan berdasarkan lemma 4 maka theorema 2 ini dapat dibuk
tikan dengan bukti 1 tetapi semua lemennya disebutkan -
dengen dualmya serta tanda diganti dengen tanda £ . -

Maka terbukti dualnya itu merupakan sebuah theorema lagi.

Theorema 3 : Suatu himpunan terurut parsial mempunyai -

elemen terbesar jika dan hanya jika himpu-

nan\@ mempunyai batas bawah didalam S.
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====-_-? |
~ Pertama kita amati setiap elemen x &S adalah batas ba=
.wah dari ¢, Tetapi jika x &S maka (Vy)(ye g —>x<y)
adalah benar karena antesedennya salah dari‘implikasi i
ni sekarang jika S mempunyai elemm terbesar v, makas v a
dalah yang terbesar dari semua batas bawah dari ¢.
<E===
Secara konversi maka‘karena élemen x €S adalah batas -
bawah dari ¢, maka selanjutnya bahwa jika ¢ mempunyai -
batas bawah terkecil, katakan v\maka v pasti merupakan-

elemen terbesar.

Theorema 4 ; Misalkan (S, 4) adalah himpunan terurut -
| parsiai. Dan misalkan h édalah batas atas-
terkecii dari himpunan L dari semua batas-
bawah dari himpunan bagian A dari S, maka-
hé€l dan h = lub I = glb A,

Bukti .

Karena getiap elemen A adalah batas atass déri L, kita -~
tahu bahwa h £ x untuk setiap x€A. Karena h adalsh ba -
tas bawah dari A dan demikian juga hel, Sebaliknya ka-
rena h lebih bewar atau same dengan setiap batas bawah-

dari A, kita tahu bahwa h = glb A, Jadi terbukti bahwa- .

h = 1lub L = glb A.

Theorema 5 : Misalskan .(S,<4 ) adalah himpunan terurut. -

parsial dan misalkan k adalah batas bawah-
terbesar dari himpunan L dari semua batas-
atas dari himpunan bagian A dari S, maka :

kcU dan k = gld U = 1ub A,
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Bukti,

Karena setizp elemen A adalah bdas bawah dari L, kita -
tahu bahwa x <k untuk setiap x€A. Karenanya k adalah -
batas atas dari A4 dan demikian juga k¢ L. Sebaliknya ka
renz k lebih kecil atau samzs dengan setiap batas atas -
dari A, kita tahu bahwa k = lub A,

Jadl terbukti bahwé k = glb L = 1lub A,

Theorema 6 : Misalkan (S, < ) adalah himpunan terurut -

parsial. Setiap himpunan bagisn yang tidak
xosong dari S yang terbatas keatas mempu -
nyal batas atas terkecil jika don hanya ji
ka setiap himpuna bagian yang tidak kosong
dari S yang terbatas kebawah mempunyai ba-=
tas bwah terbesar.

Setiap himpunan bagian ysng tidak kosong dari S yang -
terbatas keatas mempunyal batas atas terkecil, Misalkan
A adalah himpunan bagian yang tidak kosong dari S5 yang-
terbatas kebawah.

En==

Misalakan I adalah himpunan yang tidak:kosong dari semu
a2 tatas bawah dart A, Dengan menganggap lub L akan ada.,
Dan menurut theorema 4 msika akan terbukti bshwa lub L =
glb A. _

Himpuﬁan terurut parsial dimana setiap himpunan ba
gian yang tidak kosong yang terbatas keatas mempunyai -
bétas atas terkecil disebut himpunan terurut parsial de
ngen syarat yang lengkap. Ini berlakﬁ juga untuk himpun
an bagian yang tidak kosong yang terbatas kebawah yang-

mempunyal batas bawah terbesar.
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Theorema 7 : Misalkan (S, <) adalah himpunan terurut -

parsial.HSetiap himpunan bagian dari S men
punyai batas atas terkecil jika dan hanya-
Jika setiap himpunaﬁ bagian dari S mempu. -

nyal batas bawah terbesar.

=

Anggaplah setiap himpunan bagian dari S yang terbatas -
keatas mempunyai batas atas terkecil., Misalkan A adalsh

himounan bagian dari S yang terbatas kebawah., -

<
Misalkan L adalah himpunan dari A, dengan menganggap =
lub T akan ada. Dan menurut theorema 4 maka akan terbuk
tibahwa lub L = glb A.

Himpunan terurut parsial dimana getiap himpunan ba
gian mempunyai batas atas terkecil dan setiap himpunan-
bagian mempunyail batas bawah terhesar maka disebut "him
puhan terurut parsial yang lengkap" (complete lattice).
Jelaslah bahwa himpunan terurut parsial yang lengkap -
mempunyai elemen terbesar (inf @) dan terkecil (sup ¢).
Mari'kita amati, Jjika adalh urutan parsialldalam sua
tu himpunan S maka hal ini menyebabkaﬁ terjadinya urute
an'parsiél didalam setiap himpunm bagian A dari S se~
cara alami, Jelasnya, x £y untuk setimp dua elemen dari
A jika dan hanya jika x <y sesual dengan £ dzlam 5. Da-
lam hal ini mengenai lub H déri himpunan bagian H dari-
A, maka harus dijelaskan apakah lub H dipandang dengan-
(A& £) atau dengen (5,4 ). Tentu saja bisa terjadi bah«
wa lub H terjadi pada suatu keadaan tetapi tidak pada =~

suatu keadaan yang lain, atau jika terjadi maka tidak -

akan sama persis.
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Contoh, _
| 1. 8 = {(313a2;a3"f";b1;b25b3;"';;°5;°2;°{)1
A= }’31,a2,a3,.,.. Y
H = { a3,a4,a5,.... S
maka lubg B = tidak ada.
2. 8 = {(a1;a2;a3;..,.;b1;bz;bB;....;ca;cg;c1)}
B = f"0,3by 10y bgs00nes
IERVS T ) T )
- maka lubB D= cy tetapi 1ubs D = tidsk ada.

il

3. S
E

g(a1;a2;a3;....;b1;b2;b3;....;03;02;01)j
‘{ bz,a1,32,33,..,.., B ‘
G = i-a1,32,a3’q-ooo.oco S

maka 1ubE G = b2 dan lubs G = b1 ’
tetapi b, # b, .

Kembali kita ingat bahwa dalam setiap himpunan ter
urut parsial S, lub ¢ ada: jlks dan hanya Jjika S mempu «
nyai elemen terkecil dan glb @ ada.jika dan hanya jika-
S mempunyai 2lemen texrbesar,

Sélanjutnya s o
iub ¢ = minimum dari S. veeesneseess(B) 4

glb ¢ = maximum dari S- apoooooococo(g) .

Theorema 8 : Perhatikan himpunan terurut parsial (S,C)

Mipalkan X adalah sembarang himpunan bagi-
an dari S, maka-: lub X = UX, Jika X ti -
dak kosong dan N ¥ adalah eleﬁen dari S, -
maka glb X = (\X.iJika X=0 daﬁ US ada =
U S.

1ah elemen dari S maka : glb ¢

Bukti.

———

Karena x C UX untuk setiap x&X, kita tahu bahwa ) X-
sdalah batas atas dari X, Sebaliknya jike V adalah ba -

tas atas dari X maka y&V untuk setiap ye UK.
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Konsekuensinya () XV dan karenanya lub X = J X.

Alasan yang hampir sama juga menun jukkan bahwa jika X -
tidek kosong dan X adalah elemen dari S5 maka o
gb X = () X. Jika X - ¢ dan ¢ adalah lemen dari S maka-
jelaslah bahwa lub ¢ = U@ = ¢, Dimana ¢ adalah minimum

dari S. Lebih jauh lagi bila X = ¢ dan (S adalsh ele -

men S maka sesuai dengan glb ¢ ) S = maximumnya S. -

dan seperti yang sesuai dengan yang diharapkan yaitu
g = d # glb ¢ kecuall S5 = { g 5._
| Seperti yang dijelaskan terlebih déhulu himpunén -
terurut parsial adalah lengkap:jika getiap himpunan ba<
giannya mempunyai batas atas térkecil. Dengan theorema-
7, setiap himpunan.bgian darf himpunan terurut parsial-
yang lengkap mempunyai ha tas ﬁawah terbesar.
Menurut theorema 8 kita tahu bahwa jika UX dari -
setiap himpunan bagian X dari himpunan S adalah elemen-~ .

s, maka (S, ) adalah himpunan terurut parsial,

Untuk setiap himpunan 5, (@;(S), C.) ada ;

Kesimpulan 1

Jah himpunan terurut parsial yang leng - °
kap dimanaff(s) adalah himpunan kuasa.

Kesimpulan 2 : Untuk setiap bilangan asli n, (n, ) ada

12h himpunan terurut parsial yang leng -

kap.

Seperti yang sudah dijelaskan terlebih dahulu, himf
punan terurut parsial adalah dengan syarat yang lengkap
atau yang lengkap bila gsetlap setiap himpunan bagian -
yang tidak kosong yang terbatas keatas mempunyail batas-} ‘
afas terkecil. Dengan tkeorema 6 dalam himpunan terurut;
parsial yan3 mempunyai syarat yang lengkap, setiap him-

punan bagian tidak kosong yang terbatas kebawah mempu -
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nyai bawah terbesar terbesar.

Jadi setiap himpunan terurut parsial yang lengkap ada -

lah mempunyai syarat yang lengkap.

Kesimpulan 3 : Himpunan (w ,C.) adalah himpunan terurut

parsial yang mempunyai kondisl yang leng
kap'dimana adalah himpunan dari semua-

biléngan-bilangan alam,

Irisan bawah,

Definisi 8 : Misalkan (P,£ ) adalah himpunan terurut . -

parsiél. Sebuah himpunan bagian dari P -
yang disebut irisan bawah dari P jika meme
nuhi
(i). I adalah himpunan bagian yang tidak =
kosong dari P.
(i1). L tidak mempunyai elemen terakhir.
(1i1). Jika x adalah elemen dari L, maka se-
tiap elemen y dari P sedemikian hing:

ga y £x adalah Jjuga elemen dari L.

Contoh,
10 A = 7(8.,1;8.2;8,3;.-.-..)3

Theorema 9 : Misa%lkan D adalah himpunan bgian dari se=

mua irissn bawah dari himpunan terurut par
sial (P, £). Maka (D,<C) adalah himpunan -

terurut parsial dengan syarat yang lengkap.

Bukti, ,
Misalkan D1 adalah himpunan bagian yamg tidak kosong da

ri I dan misalkan D1 terbatas keatas. Ini berarti bahwa
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ada irisan bawah L dari P sedemikian hingga setiap ele=+
men D1 adalah himpuhan bagian i. Sekarang perhatikan =
union dari semua elemen D1, termasuk U D1. Kita nyata*>
kan bahwa () D, adelah irisan bawah dari P. Jeiaslah ™
bahwa D1 itu himpunan bagian yang tidak kosong dari P
Selanjutnya'karena'setiap elemen D, adalah himpunan ba-
gian dari L kita tahu bahwa U D, L, dan karena L ada-
lzh himpunan bagian dari P maka demikian juga halnya -

D,. Jadi sysrat (i) dari definisi 8 terpemuhi,

90
Sekarang mudah sekali dilihat bahwa LJD1 tidak mempunya
i ejemen terakhir. Sesungguhnya jika » adalsh elemen -
dari UD,, maka m adalah akanlmenjadi elemen terakhir -
dari elemen D1.
Namun demikisn ini adalah tidak mungkin karéna setiap =-
elemen D1 adalah irisan bawah dari P, dan konsekuensi:-
nya m tidak dapat menjadi elemen terakhir, maka syarat-
(1i) dari definisi 8 diterima, |
Akhirnya misalkan x adalah-elemen UD1 dan misalnya -
y& P sedemikian hingga y £ X, Kérem &J]_D1 adalah union'--
dari semua elemen D1 maka ada irisan bawah 11 dari P se
demikian hingga I, C D, dan x(ZL1. Namun demikian de
ngan syarat (iii) jika x€L, dan y £x maka y <L, dan ka
renannya yéEkJD1. Jadi tefpenuhi syarat (iii) dari defi
nisi. 8. | | |
Jadi kita tahu bahwa LJD1.adalah irisan bawah dari
P dan karenanyalJ _IH & D. Namgn demikian sesual dengan
theorema 8, batas atas terkecil dari D1 adalah c)D1. Ja
di batza atas terkecil sembarang himpunan bagian tidak-
kosong D, dari D yang.terbétas keatas akan ada. Karena- -

nyz himpunan terurut parsial (P, &) adalah dengan sya =~ -

rathyang lengkap, sesuai dengan ( .
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Jadi theorems 9 terbukti.

Misalkan (P,% ) adalah himpunan terurut parsial .
Suatu fungsi dari P into P disebut fungsi yang tidak me
nurun jika untuk setiép dua elemen u dan v dari P berla

ku : u4v maka f{u)é f(v). teesssassessasel10),

Theorema 10 : Misalkan (P,4 ) adalah himpunan terurut -

parsial yang mempunyai sya:at yang leng
kap dari f ad=lah fungsi yahg tidak menu-
run dari P into P. Jika P mempunyai dua -
elemen a dan b sedemikian‘higgga :
aaf(a)cf(b)/b crvesassssses(11),
Maka akan ada satu elemen ¢ dari P sede*
mikian hingga a £¢ &b dan f(c) = c.
Jadi P mempunyai paling sedikit satu ti -
tik tetap dibawah f. |

Bukti.

Misalksen SCP adalah seperti-yang kami tulis sbb:

s=£ x|atx b den x&f(x)b | cessesssesel(12),
yaitu S merupakan himpunaﬁ sémﬁa glemen x dari sedemiki
an hingga mereka lebih kecil atau sama dengan kurungnya
menurut pemetaan f,

Menurut (11), aéﬁS.dan karenanya S adalah tidak kosong.
Selanjutnya S terbatas keatas dengan b. |

Misalkan ¢ = lub S maka : |

atctd vessesssass(13).
Kita perhatikan bahwa f(c) = c. Karena x £ c untuk seti~
ap x&S dan karena f adslah fungsi yang tidak menurun -
make menurut (10) dan (12) kita peroleh x & f(x)€ £(ec) -
untuk getiap xéaS Karena f(c) adalah batas atas dari S

m’:lkﬂ : Céf(c)o ) 00000000000.00(14)
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Sébaliknya karena- f adalah tidak menurun, maka menurut?
(13) dan (11) kita dapatkan : a<£(a)$ £(c) £ £(b)< b,
Juga dari persamaan (14) kita dapatkan £(c) < £(£(c)).
yang menurut pertidaksamaan diatas mengandung arti bah-
wa f£(c)e S. Karena ¢ = lub S, kita mempunysi f(c)4 c, =~
yang dengan persamaan (14) maka akan menghasilkan -

f(¢) = ¢, Jadi theorema 10 %terbukti.

Kesimpulan 4 : Jika f adalah fﬁngsi tidak menurun dari-

“himpunan terurut parsial yang lengkap P
into P itu sendiri, maka kita mempunyai-
paling sedikit satu titik tetap dibawah-
f.

Karena P adalah himpunsn terurut parsial yaig.lengkap -
maka P tentu saja mempunyai elemen terkecil (lub ¢) ele
men a dan elemen terbesar (lub P) elemen b,
Sesuai dengan kenyataan bahwa f adalah tidak menurun -~
dan pasangan P into P itu sendiri, maka kita mempunyai-
al f(a) 4 £(b)% b,
Jadi P dan f memenuhi persyaratan theorema 10 dan kare-
nanya elemen ¢ P sedemikiaﬁ hingga : |
alc4b dan f(c) = c.
Jadi kesimpulan 4 terbukti,

Misalkan (P, £) adalah ﬂimpunan terurut paréial un
tuk setiap dua elemen x dan y dari P kita sebut :
x ¢y jika dan hanya jika g &y dan x # ¥ vesensel15).
Dan kita katakan bahwa x adalah lebih kecil dari pada -
atau mendahului y, atau y lebih besar dari pada atau y-

melebihi x.
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5. Segmen awal,

Definigi 9 ¢ Misalkan (P, £) adalah himpunan terurut a

parsial. Untuk setiap elemen a dari P him-
punan semua elemen x dari P sedemikian -
hingga x { a dinyatakan dengan I(a) dan di-
sebuf segmen awal dari P yang ditentukan -
oleh a.

Jika I(a) tidak kosong, maka I(a) disebut-
segmen awal yang sejati dari P.

Atau singkatnya dépat ditulis dengan nota-
si (15) : I(a) ={l x \(}xeP)A(x(é) .

Contoh,
Dalam himpunan terurut parsial
= f(asbse), (mynsp) , (r5s5t) §
Kita mempunyai I(c) =ia,b3
I{n) =%m \ |
) =9

6. Himpunan terurut parsial yang rapat.

Definigi 10 : Himpunan terurut parsial yang rapat jika-

pada setiap dua elemen a dan b dari P se=~
demikisn hingga a {b, maks akan ada ele -

men ¢ sedemikian hingga : a<c<b.

Contoh.

Interval tertutup dari himpunan bilangan alam,

Theorema 11 : Misalkan (P, ¢ ) adalah himpunan terurut -

parsial yang rapat. Jika segmen awal I(b)
tidak kosong, makal(b) adalah irisan ba -
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wah dari P.

Bukti.

Untuk elemen b ¢ P, misalkan I(b) adalah segmen awal -
yang tidak kosong yang dlten.tukan oleh b. Kita perlihat
kan bahwa I(b) adalah irisan bawah dari P.

Pertama dengan menganggap I1{b) tidak kosong dan karena-—r
bfél(b), kita tahu bahwa I(b) merupakan himpu.nan bagien
yang sebenarnya dari P, |

Kedua, I(b) tidak mempunyal elemen terakhir. Sesungguh+
nya bila a adalah elemen terakhir dari I(b), maka menu-
rut kerapatannya P maka akan ada elemen c&P sedemiklan
himgga a(c £(b. Namun demikian hal ini akan mengandung=-
arti bahwa ¢ adalah elemen dari Ifb) yang ternyata kon-
tradiksi dengan kenye‘céan bahwa a adalah elemen terakhir
dari I(b). Akhirnya jika_x'@,i(b) dan y 4 x, maka Jjelaslah |
y 4 x b dan dari sini ye I(b). Jadi sesungguhnyarI(d) -

merupakan irisan bawah dari P.

Interval terbuka dan intervg_l,tertutu'g.

Pefinisi 41 : Misalkan (P, £) adalah himpunar terurut -
| parsial. Untuk sé‘tiap dua ieleme:i a dan b=
dari P, himpunan semua elemen x dari P se
demikian hingga a&x &b disébu‘t interval~
tertutup dan diﬁyatakan dengan [a,bl dan.
himpunan semua elemen x dari P sedemikian
hingga a Lx(b'disebut interval terbuka - |
dan dinya takan dengan (a,b).

Atau dapat ditulis dengan @
Ca,b] =[x](xcP)A(ad x¢h)
(2y0) ={x l(xeP)p (2L x D)
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Jika a dan b tidak dgpat dibandingkan atau Jjika =~
b {a , maka 3 fa,b:lu(a,b) = ¢ ., Jadi dalam setiap him
punan terurut parsial yang tidak kosong, himpunan kosong
merupakan interval terbuké. Selanjutnya dalam setiap 2=
himpunan terurut parsial yang mempunyai lebih dari sata
elemen, himpunan kosong merupakan interval terbuka seka
ligus tertutup juga; Jelasnya, bahwa dalam setisp sing-
leton (keanggotaan yang tunggal) a selalu merupakan -

interval tertutup karenaf a5'= La,a] .

Theoérema 12 : Jika (P,% ) merupakan himpunan terurut -

parsiél yang manas setiap irisan bawah | -~
yang terbatas keatas mempunyal batas atas
terkecil, maka untuk setiap barisan inter
val tértutup-tidak kosong dari P yang maw
na tiap bagiannya barisi harga untuk beri
ktitnya maka akan ada interval tertutup ti
dak kosong [a,b] , yang terdapst dalam se

tiap baridan tersebut.

Bukti.

Misalkan [a.l ,b1] ’ [az,bz-} ., ta},‘%] seevees adalah-

barisan segingga a, ¢ a, {._a3 ceneas dan b1 ?b27/ b3 yes

Selanjutnya : a,  £Db, N,k = 1,2,3,0040 ......(16),

Pertama, mari kita anggap bahwa tidak akan ada bilangan.
asli positip p sedemikian hingga : |

= A ﬂh

E NN K b =b
a da bp

P = ap+1 p+2 p+2 E ass (17)
Sehingga untuk setiap a. akan ada bilangan asli nyn -

p+1

gedemikian hingga anf7am : Juga untuk setiap D, akan -
ada bilangan asli q7m sedemikian hingga by { by Jadi -
secara alemi maka menjadi :

an<bk n,k= 1’2’3’;,.0 onﬁootusqcoo!(18)o
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Perhatikan himpunan b dari.semua elemen x dari P sedemi
kien hingga x L Jjika dan hanya jika akan ada aq s dehg
an i = 1,2,3,+... 8edemikian hingga x £a., Kita katakan-
bahwa T adalzh irisan bawah dari P, Maka tentu saja I -
tidak kosong dan mgnurut (18) karena bkﬁéL kita tahu -
bahwa T adalsh himpunan bagian'yang sebenarnya dari P -
dan T terbatas keatas, Juga I tidak dapat mempunyai ele
meﬁ terakhir. Sesungguhnya jika.t adalah elemen terakhir ?
deri L maka t = a, untuk beberapa bilangan asli m, ber
lawanan dengan anggapan bahwa untuk setiap ans akan ada
bilangan asli n m sedemikian hingga an7 o " Dengan mu-
dah dapat terlih=t bahwa Jika x €L dan y& x maka yégL.
Maka I adalah irisan bawah deri P dsn I terbatas keatas.
Namun demikisn sup L akan ada. Jelaslah a, ¢a untuk ! -
n = 1,2,35e40.. dan menurut (18) maka kita akan menda =
patkan a by untuk k = 1, 2, N R Karenanya a sedemiki~-
an hingga @ aég[% ,b } untuk n = 1,2 3,n... eeseel19).
Sekarang perhatikan himpunan E dari semua elemen x dari
P_sedemikian hingga x{EE jika dan hanya Jika x ébi- un
tuk, setiap i = 1,2,%,....” ki%a nyatakan bahwa E mempu -
nyzi elemen terakhir, maka dengan.alasan yang sama de~-
ngan diatas dapat ditunjukkan bahwa E mérupakan,irisan—
bawah dari P. Namun demikian karena E terbatas keatas ,
lub E akan merupakén elemen terakhir dari E. Jadi se -~
sungguhnya E mempunyai elemen terakhir. Misalkan b ada-
lah elemen terakhir dari E. Jelaslah bahwa b (b, untuk-
setiap n = 1,2,3,....dan a Db. Karenanya beif' ﬁ]

tuk n = 1,2,3,....4dan akibatnya kita akan mendapatkan-
[a,b]( ;n’an untuk n = 1,2,55000n

Jadi menurut (17) theorema akan terbukti.

Sekarang perhatikan suatu kasus dimana untuk beberapa =~

bilangan asli positip p ¢
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a =a = & = .-.-wu - uolnooooooo-o(zo)Q

D p+1

atau bp = bp+1 = p+2

Jika (20) ada dan (21) tidak ada maka [:a p] merupa -

p+2

= LK I l"‘..‘..'...‘(21)

kan imterval tertutup yang akan dicari. '
Jika (20) dan (21) ada maka Eaﬁ,b;] merupakan interval-
tertutup yang akan dicari.
Sedang jika (20) tidak ada dan (21) ada maka [a,bsj ada
1zh interval yang akan dicari.,
Jad% theorema 12:terbukti.

Suatu barisan interval yang masing-masing mengan -
dung harga yang selanjutnya, Jelaslah mungkin terjadi -
a = b, a, = bp atan 8, = b atsu a = bp diman interval -

tertutup yeng diimginkan akan berkurang menjadi single-

ton.,.

Kegimpulan 5 s Jika P adalah himpunan terurut parsial -

dimana setiap irisan bawah yang terbatas
keatas mempunyai batas atas terkecil ma
ka untuk setiap barisan yang tidak kosong%
akan paling sedikit ada satu elemen dari |
P yang berlaku umum pads semus intervalé

dari barisan tersebut.

Theorema 12 tidak mencakup semua barisan dari in -
terval terbuka yang menganduné harga yang tidak kosongg
Contoh.

Dalam himpunan terurut parsial.
Q = g (,a1 38538738, ....’.;m1;mz;m3)}
Barisan dari interval terbuka yang mengandung harga dan
tidak kosong (_a ,m ) dengen n = 1,2,%,000.

dalah sedemikian hingga tidak ada elemen dari Q) yang -
dapat berlaku untuk umum untuk semua interval dari bari .

san tersebut. Secara alami mungkin terjadi bahw~ untuk-
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barisan tertentu dari-interval terbuka yang mengandung=-
dari Q skan ada elemen dari Q yan: bisa berlaku umum da
lam semua interval dari barisan tersebut.

Selanjutnys kita perhatikan bahwa theorema 12 ini-
juga berlaku untuk keadaan bila (P,é:) adalah himpunan-

terurut parsial dengan syarat yang lengkap.





