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Difinisi I1.1.1.
Suatu sistim vV = i Vy F3 5 ,‘C), ()'}

disebut ruang —vektor lewat lapangan F  jika dan-

hanya "jika - memenuhl. aksloma-aksioma T

‘10 {_ F; +‘,'.ﬁ, merupakan lapangan (iield)

2. LV C)VB merupakan grup-komutatip.

3,.(Ua%F)(UvG‘:V)(%'u&-V)a@v_u

& (Va, b&F) (¥u vea&v)’

‘i‘)(a+b)@u=(a®u)®(b®u‘) |
1) a@(u@v) = (a QWO @OV )
1) (a . D) Eu aQ(b@u)
iv) 1@Qu =1 ‘ |

N

Anggauta (_élemen } dari ruang-vektor V di-
sebut vektor, sedangkan énggauta.("elemen') dari
lapangan F disebut skalar .

Operasi (B disebut jumiahan vektor,

Operasi (3) disebut pergandaan skalar.

Untuk penulisan gelanjutnya,notasi operasi
dlsederhanahan, hingga ‘( c+d) (u+ bv )

d:u.maksudkan' sebagai - ( c'+ d ) l: u @ ( bQOv )]

Teorema IT.l,1.
| Dalam ruang-vektor V lewat lapangan F,
'miéal @ adalah vektor nol, dan -u gadalah
invers dari'vektor U,
Malka untulk setiap u dalam V-, dan untuk

setiap-a & T ,-berlaku :




2. (-1)u=-u
3- a.Q = go

Bukti :

1..au =(0+a)u= Ou.-+ au |
Karena dalam grup V ( V dipandang sebagai grup)
elemen-netral ada lah tunggal. |
Meka Ou = © .

2eu + (-Juzdu+ (-u = (1 ~1)u=20u=6.
Karena dalam gfup V, invers ( terhadap jumlahap : :
vektor ‘)- dari‘suatu‘elemen adalah tunggal , |

maka (-1)u = -u.

2. a (u + 0 - au + a® = au.

Karena dalam grup V " elemen netral adalah

tungzal, mhaka ag :  e

Akibat :
1). Jika av = 6 dan a # O maka v = O.
2), Jika av = © dan v £ © maka a = O.
%), Jika av= bV dan V£ © maka a = b,
h)e Jika av = aw dan a £ O maka v = w,

Bulti : |

| -1 -1

VVev=1r=(a a)y=a" ( av) .

H

a™l (o) = o,

2)« Kontra posisi dari 1): jika .v £ © :“.
thoka av £ @ atau a = © :
sehingga jika v # 6 dengan av = 9.- a N

. maka L:'a - 0 . o _

e



3}. av = bv, maka av - bv = © sehingga
( a-b v = O, karena v ¥ O, maka a=b- ©
-Jadi a = b.

4). av = aw, maka av - aw = e.

Sehihgga caf(v - w ) = ©.

karena a £ 0, maka v - W = O

jadi v, = W .

Difinisi IT.1,1.

Dalam ruang-vektor V lewat lapangan F ,
himpunan-bagian S disebut Ruang-bagisn . dari V-
jiké~ dair hanya jika - terhadap »éihnan;opgrasil-
yapgvﬁéamé; dengan atufaﬂaoperasi deri V ,

S merupakan ruang-vektor lewat lapangan F,

.Dengan kata lain;

v {V Py «, . ,@ @}ruang—vektor dan SC_V.

S ruang-baglan dari U u-,:_=_—>s "545 Fi+, .,@,@}

. rueang-vektor .
‘ Dari difinisi diatas terlihat bahwa .
§ merupakan grup-komitatip -dan karena S& V,

maka S haruslah merupakan grup bagian dari V, Dan -

jika S tertutup terhadap operasl pergandaan skalar

maka . aksioma 3)° dari ruang-vektor dipenuhi.
Dari sini dapat dlturunkan suatu teorema

(yang_dapat diangikat gebagal difindsi. ruang—baglan)

Teorema II 1a2e °

Dalam ruanp-vektor V lewat lapangan F,~
syarat perlu‘dan cukup swatw hlmpunag—baﬁian

tidak kosong & disebut ruang-bagian dari V



jika dan hanya jika S grup-bagian dari v
daﬁ S tertutup terhadap operasi pergandaan
ckalar sebagaimana yang didefinisikan untuk
raang-veltor V .

Dengan kata lain,

S ruang—bagman darl V¢:::_--:>l) u,v &5 =

2 u&es &a€&f
———>aau &85

Jika dalam syarat 2) diambil a = - 1 ( invers dari
glemen - netral. terhadap jumlahan ),

untik vV €5 .meka .. -V &S.
Sehingga untuk sébarang W, vé&as
paka © "u - (=v) = u + v & 5.
Ini‘menunjukkan bahwa S tertutup terhadap operasi
jumlahan vektor. | |

Dari sini dapat diturunkan suatu teorema :

Teorema II Lol

Dalam ruanﬁ—vektor V lewat lapangan F,
suaty hlmpunan-baglan tidak-kosong ' 8
dlsebut ruangmbﬂglan dari "V jika dan hanya
Jiha S tertutup terhadap dua operasi s
jumlahan-vektor ddn~-pergandaan skalar
'sébggaimaﬁaﬁyaﬁg“didifinisikan untuk V .
Dengan kéta‘lain;

S ruang-bagian dari V¢——=1l) u,v €5 —»

| u+v €& S

2) u &S, a &F

————pau &S .




Teorema LL,1.%. o
Misdl U dan w--maSingemaéing“'merupakan

rugng-bagla ddri ruang-vektor V lewat
lLapangan F_, mﬁka“
TNW="4x | x@uaxe&n’
: merupakan ruangan-bagian dari V.

Dimana U M W merupdkan ruang-bagian tefbesar

‘déri V yang termua£ dalam U dan dalam W.' |
Bukti : - -
 Misal v €UNY maka v &U & v‘e:-w_ |
Dan lg‘isalj k¥ & T , karena 1 dan'ngasihgnmasing
merupakan;ruang—bagian malks. Ikvi & U & kv & U
Sehingga K &U N, 7 |
Jadi wibuk vE&UAW &k &T waka kv €U DY
- | _ (syafat 1 dipenuhi ).
Misal vl; v, &U N | |

maka vy, Vo, €U & U ruang-vektor, maka Vq+V,&U

ViV, &Y ruang-vektor, maka - v 1+ &V

Jadi . - _
Vys _Yaé-U NW  maka .vy+v, €U nw

(syarat ke 2 dipenuhi ).

1) dan 25 maka U YW merupakan rﬁangﬁbagian dari V.
Tinggal diperlihatkan B&hwa Unw merupakan.ruang—'
bagian terbesar yang termuat dalam U dan délam W.'
Misal H éuatu ruang bagian lain ysng termuat dalam
B. dan dalam W . -

HECU&HCY maka . HC UOW,

Jadi H termuat dslam U() W. |




ITl.2.

BuBAS LIVIER DAN - BuRGANTUNG LINIER.

Misal 4 = ivi,ya;n..,mn} hnimpinan vektor
vektor dalam ruang-vektor V Llewat lapangan .
Bentuk . al 1+ apvyt ..;..... + a8, v,
disebut kombinasm—l;nief dari V9, VsseeesVy
dlmané Bys Eos s e By skalsrskalar dalam lapangan .

Himpunan senua kombinasi-linier dsri veltor

vekior dalam & menbentuk ruang-bagian dari ruang-
veiktor V , dan dituliskan dengan notasi [ A] . |
Dikatalen bahwa [Af} ruangwbagian yang dibangun
oleh ?1 .
Mudelh di buktikan ‘bahwa[:ﬁj ruang-bagian terKecil
dari ruang-vaktor V yang memuét A |
Difinisi II,E,:Lg

Daldm ruang—vektor Vv lewat lapangan ¥,

vektor-vektor vl,va,...,v

dlsebut berﬁantung—llnler jika dapat diketemukan

l,aa,,....,an skalar—skalar tidak semua nol dalam:

lapangan F,sedemikian sehingga berlaku :
alvl - a2V2 * sassoee * E‘ann - G .

Dan disebut bebas-linier Jjika ,

13}

persamaan/ al‘-"l _-r--xaava 'i‘ eeensse ¥ %Vn

1

hanya dipgnuhi oleh 8q = 8y = seee = &,

Jika ditulisken dalam simbal logika,.
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Difinisi II,E,l
A bebas—llnier bila dan hanya bila :

( Vvl,uo.-.v )Evlcao.o, V‘ &A . __> |

‘[(f al,aa,..ua &F). alv 4 agVo4 eeeee® a,v,.=. * : é

>lal_,_ 2:*_..--.-..._-_-8. —9]}

Dan ,

A bergantung-linier bila dan hanya bila

&« vl,...v )ivl,...v 6—'=A& f('? al,....., an eF)

alvl + ..!o‘o + an n = Q & al = aa = -..o%“ QJ}

Dari difinisi II.2»1 dan pengertian kombinasi-
linier daﬁat.dit@run&anmpernyataanaxernyataan sebagal
berikut @ '

1). Bila vektor u'méfupakan kombinasi-linier dari

Vel tor-Tektor ViseesVy maka vektor-vektor

u, vl,..n.,v berwantung-linler.

-

2). Bila VysesesVy bergantung-llnier ; malkm
*sekurang»kurangnya satu darl- pafa Y merupakan
:komblnaSLmllnler dari - yang lainnya. =

3), Setiap himpunan;bagian dari himpunan vektor -
vektor bebas~lihier adalah bebas-liniér'
Dan seﬁiapﬁ' .:himpunan yang. —merupaican %
5perluasan dari‘ himpunan .vektor.- Vektof

ibergantung—linier adalah bergantung-linier.




Teorema Llel.1la

Himpunan &fvl,vz,...,vnj adalsh bergantung -

linier jika dan hanys jika dapat diketemvkem
pilengan bulab=pesitip k s k.§ n,sedemikian
sehingga . V) & [V1sVoseeres V1 }o

Vet

Bulketi : ‘
::::>i, Vi: see vn-} bergahtung—linier

Berdasar pernyataan 2) diafaé;maka_sekurang-kdrang—‘

fiya satu-dari para:v merupakan kombinasi-linier - -

dari yang. lainaya., .

11

Misal k bilangan bulat posistip terkecil sedemikian

sehingga 4 vli +e» Vi) bergantung-linier.

E Vis aees v} -bergantung iinier, jadi terdapa#
C139CaseneassCp skalar—skalar tidak semua nol ‘dalam
F , sehingga élvl T oeesres + OV = s

Jika ck'=:0,'maka'{ vi, vees Vi1 3 ber

ganﬁung linier, maka k bukan bilangan bulat positip

r

terkecil ~ ( kontradiksi ) .. = .
¢ £ O , maka T ck_l €= F ,sehingga

W o= - et ( c:v F weee OV )

e = 7 %k 191 F oeees Okl

= [Vl’VE""°°"’vk—l_]

&—= Jika untuk setiap bikangan bulat positip k
ksn , v F“:["_l"‘_’a"j“""k_-l—l-
Vi GE{}lig.gyk_i]maka*ivi;.;3Vk?1bergantung—linier.
Karena {jvl,‘...f,vk,.., vn‘} merupakan perluasan

dari himpunan vektor-vektdf'bergantung—linier, maka

) Vyseeeelp j ‘bergantung-linier.



1z

leorema i1, 2 o

Dalam suatu ruang-vektor V lewat lapangan F

A =% vl, VoyeeseosVn} himpunap vektor -

T, ‘ T o —
velttor bebat;- lan.or‘, dan [ A] = '[vl, Vosee ,an
Untﬁk suatu vektor u & Vr,

Lu vseeesvy }  bebas-linier  4————N

u ﬁé. [271.
'——::7 D:Lbuktlkan lewat konyranos:LSJ.nya.

&u vl,va,....,v }bebas linier :_—-—__> ¢ A
Kontraposisinya: u é-[_A] p—" &_u,vl,vz,..., "Jber 4

Bulsti

gantung- linier ..‘ ‘

u e’ A] meds (-:3- a ,o_.,a %F)a alVli' scw T arlvll""‘ u-

.lu ,"; alvl - a2V2 i -.l.lI - ”%VH‘:‘ g . -:- .
1 £0 maka. 5 u ,v-l,va,...‘,vn'j bergantung~linier.
LA———— Dibuktikan lewat kontraposisinya.
u # EA] e———— iu sV Vs ..,an bebas~linier
Kontraposisinya: (Lu.,vl,va, cosVy } bergantung-—liner —
w € [A:[ .
?__u ,'vl,vz,...,vn') bergantung-linier -~maka. . terdapat
éi_j_’,éia;l;.}.%il skalar-gialar tidak semua nol dalam F,sé— '
gemikian sehingga ‘ a1V + azv, + sesw @,V * & qU _-_-‘Q
Karsna ‘(_ Vq» VZ; sees ¥V, 3 'beb_as-—linier, malka 2rel £ 9
a,,14 O maka mempunyai invers an‘_l”lé w

= xl _ —‘1‘ . B ’
sehingga U o= - ey ‘( BV # asVst cees ¥ anvn)

Ini berarti u (—:—[Aj.
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Teorema I1,2.3.

~ Jika S rtang vektor ..dibapgmn oleh "shimpunan -
vektor A 4 0% maka dari himpunan A dapat.
ketemukan himpunan bagian vektor-vektor bebas-linier
vang Jjuga membangun S .-
Butii :
dan g = :[.vlwer""""vn _]
Cara 1 :

Jika himpunan A bebas-linier, tidak ada yang
harus dibuktikan. Jika A bergantung-linier, dengan
merggunakan teorsma Ilaé;l. ,  » dapat diketemukan
bilangan buldt - positip k, k & n sedemikian
Misal A) = A - yvtodelas s = T 4 ]

Jika A4 ini bebaéelinier, teorema terbukti, Jika-
tidak, make kembali dapat diketemukan t, t S k,
hingga vt & [Tvl,va,...-.,vt_i]

Misal Aa‘z.Al - 4 vt') o jelas 5 = ('Aail

dan seterusnya, ma81h dengan teorema 1IT.2.1 akan'
dlketemukan bilangan bulat pOBltlp terkeeil i, -

i < n sedemikian sehingga v; Gi[vl,va,....,vl-l]
dengarl i Vl [y V2 pees sy Vi_lfsn‘ - bebaS‘ - 1111.]_81‘ . dan‘
fembangun S .
Cara 2 @ .

A:livl,..'..’ ansd‘.an.‘?J:EAj

Misal v, # © dalam A, maka[v;] & 8

Jika untuk setiap 1 = 1, «ovy By Vy €[ vy}



‘II.B.

14

Jika untuk setiup 1,1 = l,E,...,n_ vif%ljvi]
meca teorema ibrbultL.“:‘
Jika tidak, ambll s elemen A dengan vz‘gf[vlj

berdasarkan .. teorema II.2.2., maka VysV, Y

-‘bebas—llnler, dan Jelas[%l,vaj

Jika untuk Setlap i = 1, eauwey Ny Vi eﬁ[vl,va:]
teorema terbukti. o |

Jlka tldak, argumpnta51 diatas dapat klta teruskan
untuk menbhonstrukulkgn‘<lhlmpunan bagian dari S
yang bébaSwlinier dan membangun S, | |

Dalam masing-masing cara dari bukti diatas

dikontruksikan A' himpunan bagian bebas-linier dari

A , sedemikian hingga [ A' ] = [ AJ. Disini untuk

‘setiap"u & S, i A', uybergantung-linier, dan

Jika A'' suatu himpunan—bagian dari S, yang memuat A

melkka At ;l A' atau . A'! bergantung-linier.
Dalam suaﬁu ruang-vektor, himpUnan bagian

bebas-linier, yang tidak dapat diperluas menjadi

himpunan bebas-linier yahg‘lain disebut Himvunan-

bagian terbesar bebas-linier dari ruang-vektor

‘ tersebut,

BASTS DAN DIMENSI RUANG VEKTOR.

" Difinisi IT.3%.1..

Suatu himpunan vektor-vektor § \CRALY .;Q,vn3

" dinamakan sistimepenghasil ( sistim-generator)

dari ruang-vektor V, jika setlap uw &V dapat di

nyatakan3sebagai:kombinasi&linier darifvy,v, AN
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Teorema IT,3.1.(Teorema Penukaran GRASSHANN-STEINITZ, )

Bila 1ﬁ1;;.,uyuwl,.”,un3 ' sistige
genefatOr fuanngektor.'v' lewat Iapangan ¥
sedangkan.ivi,....,-vrB'bebas—lihier dalam V
Maka pasti dapat diketemukan r buah véktgr -
dianﬁara uig..,un se@emikian sehingga setelah
r vektor teféebut-digaﬁti.deﬁgéa.“vi,.:..,vr
berlaki - mungkin detélah diadakan.-pergantidn
indek )k & V1, VaseeesVpallp,qreeeestiy )

men jadl - sistim-generavor  dari..V .

Bukﬁi :
Akan dibuktikan dengan induksi.
Untuk * = 1.

Misal vy terletak‘dalam V maka~d 875 eesrdy

skalar-skalar:dalam lapangan F sedemikian se -
hingga vy = ajuq+ ...;'+janun.

Karena v, bebas-linier méka vy # © hingga salah -
satu dari ay pasti tidak sama dengan nal, |
misal al;é e, ;
a1'£ 0 Séhingga mempunyai invers ,f:al"l".dalam~
lapangan « F°, ) _ . 3

R -1 | -1
W L@y Vpoe @] Aplp = sessess < 8y 8ply

Jadi ug merupakan kombinasi-linier dari .

Vl,ua,UB,.-.‘a...,Uh
Maka, setiap kombinasi-linier dari vl,ua,us, o2y
juga 'merupakan kombinasi linier.dari.ul,gz,t..,un

Ini berarti {vl,ua,......,un}.- nerupakan .sistim

generator dari 'V .
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'Lan gkah :
Misalkan.teorema‘benar untuk himpunan vektor
vektor yeng terdiri ataé'k vektor , k¢ r¢{n , akan
dibuktikan teorema benar:untuk k+l vektor.

Diketahui sistim

l,ua,.., Uos My l,..,u
generatof vV , dan vl, 2"?"vk 1 bebas—llnlex.‘
Teorema benar untuk himpunan yang terdiri atas k
ﬁektor; ini berarfi bilé éistim»generator‘
%ul,ua,...,qk, k+1,......,un'} (1)
vektor-vektor ul, caey uk-diganti dengan‘vl,..,vk‘
maka 1£v1,v2,...., vk’uk+1"“" u 3 ( IT)
guga merupakan’ 815t1m—generator v o,
Karena (I1) meruﬁakan siétim-generator VvV, maka
vk£L££V'dapat dinyatakan sebagai kombinasi-linier
dari (II). |

O S TR 2

Vsl = P1V1 eV ¥ Pkl Uk 1 Ui, 2%ke 2

- -uro‘toooooo‘n * bnun .
untuk suatu b ( 4 = 1,2, eessy n ) skalar-skalar
dalam lapangan F. |

‘Jelas bahwa leak semua bk+1’bk+2‘ ,..}., b, sanma

dengan nol, sebab jika demikian maka

ini berarti Vl:Va’-°-’Vk+1 bergentung-linier,
kontead1k81 dengan yang diketahui: .

Misal kita ambil bk+l £ 0,sehingga mem punyai

invers - . bk+1”1 dalam‘lapangan F, . sehihgga

H - l - ) )
Pyl kUK Pkel Yoean

-bk*z‘fk:‘_\a p ‘c--o_oo-‘o n— bk‘l‘l bnvn )

, g - =L .
Uhe1= #Ba1 P2V e
- By
Tni berarti setiap kombinasi-linier dari (II)
merupakan kombinasi-linier” dari

ivl’vz’""3Vk’?k+1’uk*2""";5un y - (1n




Karena menurut hiﬁoteSa—induksi , (II) merupakan
sistim-generator dari Vymeka (IIL) pun merupakan
sigtim-generator dari V .

Perhatikan bahwa (III) merupakan,sistim—genefator
yang didabét dari;(Ij dehgan:menukarkan 
UpsUgseessesl g dengan Vl’va""‘-’vk;l

Dengan demikian teorema lengkap terbukti.

Difinisi TT1.%3.2.

Suétu sistingenerator dari ruang vektor V
 yang bebas-linier disebut basis dari ruang-vektor V.
| Diberilcan E vl,va,;...., vn] basis ruang-
vektor V. lewat lapangan F e:' g
Ambil v sebaraﬁg vektor -dalam V o

maka v dapat dinyatakan secara tunggal sebagai

kombinasi-linier dari elemen-elemen basis,
= : + + +
V ‘ alvl a2v2 [ N anvn

12

lapengan ¥ .

untuk - &.,a ,.......,an skalar-sikalar dalam

Hingga v dengan tunggal menentukan n tuplel

(ag e .;,‘an )'elelemnelemen dari lapangan F.

Teorema 11.3.2.

Misal{'vl,v2,..“vr,;..,wh'}-sistim-gqnerator
ruang—vektor V lewat - lapangan Bo.
Jika Evl,vz,..,vrjﬁmerupaﬂanmhimpunéq-bagiaﬁ
terbesar bebas-linier dalam V., maka -

| kvi,va;f;;.;.;,vrﬁ merupakan basis dari V.

Bukti

17
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vl,va, RN ’VI" vl‘-u-l’ asanase ’vl'l Sistin]—gerlerator

ruang-vektor V, maka untuk setiap v\-éé Y

V haind aV -l-aV L) ...---"'a .oal-."
= &V 2V2 _ rVr* Fre1Vrel® & Vn

Karena ivl,va,,;.,vrﬁ merupakan himpunan-bagian ter-

besar bebas-linier, maka untuk setiap vy (i r)

&vl,va,....?vr,miﬁ bergantung-linier,
[vl,va,....,vr,vl} | bergantung-linier, maka térdapat‘

iad gtalar-skalar tidak-semua

C1i0Czi s esCriCiyg
nol dalam 1apangan r, sedemikian sehingga

- - ] PPN ) o P . -—
Crivi*CaiVotr - *CpiVi*Cii¥y = °

Dan karena VisVorseeea ¥V, bebas-linier, mala Cii = 0

=1 dalem lapangan -

dah mempunyai invers cij

. -1 ' S ‘
Vi o= =Gy T (CpgUieCoy Voke . a0y V., )

Vv, = =~C "Ic‘.v - & '“lc'wv‘— e Tte v
Vio= Gy 1l T % faiTemercr TRii ity

3

Jadi Hﬁt&k‘&ﬁt.jl_al‘) i s j. fd I'i;l,r-'lﬁz,‘_g.......,fl .-

v . merupakan kombinasi-linier dari Vy,VoyesressVy,

‘Sehingga v ‘; aqvy f aavaﬁ',...... a4

S DU -1.
w0 lpel CTrelV1T cccr “Crelrel | Crrellr

" EEEEERE I A TR R N R R B R N I R L I AL L I L L B S

YR R E R R R E T I A ar A BN B B R N RN B N I N B B ]

Tl Sl -1
=Can- - C1nVimC%n; SonVem v e %%n  CrnVr
1Vl +* b2V2 “ sosesnenn ¥ brvr .

‘ a1 ‘
relrel

- b

c clI‘{-l - - a2 9 8w a N 'cl.ln cll‘l

dimaena b, = a, —
| J 1

untuk j:_ 1,2‘,....,1'.‘ ) ‘
Jadi  untuk sétiap v € V merupakan komhinasi-linier:

dari vl,vg,.....,vr, dni berarti,ﬁvl,vz,........,vrﬁ

" merupakan sistim-generator V, dan karena bebas-linier

maka & Vl,va,.,..,vr3 merupakan basls V,
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Sistim-generator séperti distas dikatakan
dapat-diredulksi (reducdible); sedang setiap basis adalah
gistim-generator yang i#reduccible.

Teorema IX.3.5.

Misal Upslpreeesly ‘vektor—vektor dalan
ruang—vektdr untul, mana i Vl'va"""""vn%

merupakan basisnya.
Jika mPn , maka } ul,uz,...o.,um}bergantuhg-_
linier.
Bukti
Andaikan {_ul,ua,.;....,um 7 bebas-linier.‘
k VysVpseeesVy % bagis,maka merupakan sistim-generator
ruang-vektornya, dan karena &ul,ua,..;.,unﬁbebas—linier
maka dengan menggunakan teorems penukaran dari GRASSMAN -
STEINITS, E ﬁl,ua,..;.,un j merupakan sistim-generator
dan karena bebas-lihier maka merupakan basis ruang-vektor

nya, sehingga untuk .m;Pn , maka dapat dilketemukan

dysdoy eaenesdy skalar-skalar dalam lapangan ¥,sedemikian

sehingga um - dlu1‘+d2u2+-...... + du
lu "d’.lul"da 2 CEC ORI B N ) "'(inun _"_'g
l £ © maks i ul,ua,....,u U, bergantung-linier

kontrad1k81, pengandaian saloh, yang benar ﬁ ul,uz,..,u }
bergantungmlinier.

Teorema Il,ﬁgg.
Diberikan ruzng-vektor v leWat lapangan I,
Jika'% VisVos eV 5 dan \'ul,ua,.;...,unﬁ‘
masing—masing merﬁpkanu‘basis dari V , maka

Mmoo N
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DlilnlBl II,ﬁ,ﬁ,

Banyaknya elemen suatu basis dar1 ruanguvektor

Vv, disebut dimensi dari ruang-veljtor V, dan di

tuligkan dengan'notasi. a(v). |

Ruang-vektor:yang mempunyai basis yang terdiri

aﬁasiberhiﬁgga elemeh,.atau ruéngnvektor-nol,

dikatakan mempunyai‘ 1men51 berhlngga.

Dalam penullsan ini hanya akan dibicarakan
ruang—vektor yang mempunyai dimensi berhingga.
Hingga untuk selanjutnya;jika dibicarakan ruang -
vektor, dimaksudkan ruanguvéktor‘yang mempunyai

dimensi berhingga.

Teorema TIl.%.5.

Misalkan V'ruang vektor lewat lépangan F,
Jika ivl,va, caes VYO himpunan4bagian
LtefbeSar bebas-linier daiam V , maka
:iﬁi,va,...;..,vﬁ{}merupakan basis dari V.
Bukti A; |
Akan dibuktikan bahwa{vl,va,...,v }merupakan
51stlm generator dari V.
Mlsal L sembarang vektor dalam V, karena ﬁvl,.., }
hlmpunan_baglan terbesar bebas linier dalam V,
makaivlﬂ eseeny n,w}bergantpng-llnler.
Karenaﬁvl,ﬁe, coees vn,w}bergantungwlinier waka

dapat diketemukan 2gs8ys ese+y @, Skalar-skslar

tidak semua’ nol dalam F sedemikian hingga

agW + avy + a;vy toees. tav, = Q.

Jelas ao # 0, maka mempunyai. invers ay~

s Jadi

e — - : - . V.- sene e - v
W= | ao alvl . ao c.ﬁ_—,Vd . . » &y &gVn

dalam lapangan ¥
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w sembarang vektor dalam- V, dan w dapat dijadikan

sebagai kombina51ni1nier dari Qvl, cesesy V }'

maka ‘Lvl yeosVy 7) merupakan sistim-generator dari

Vv, dan karena ivl, censy vnﬂbebas linier, maka

ﬁvl, .....%_vnﬁ merupakan basié dari V.

Teorema IT,3%.6.

ﬁvl,va, ceey ¥ $vektor—vektor bebas—llnler -
dalam ruangavektor berdlmen51 n, maka-'

&yl,;,;., vﬁ}membeptuk basis ruang-vektornya.

Bukti ‘
Berdasar Teorema II«B.B.i'vl,YZ, castay vn%
merupakanihimpunan-bagian terbesar bebas-linier -
dalam‘ruaﬁg—vektornya. Dan menurut Tedrema I1.3.5

WisV5s eesy Vyhbasis ruanguvektornya.

Teorema II,§,Z.
Dalam Vv ruéng—vektér berdimensi n, Jika W
ruang-bagian dari V juga berdimensi n, maka
-~ ‘ . _ ,

-Bukti :

Basis dari W, dapat diambil sebagai basis -

dari V.

Teorema I14%.8a

Dalam V ruang-vektor berdimensi n, misal

Vis eses Yy vektor-vektof bebas-linier

dengan r bilangan bulat positip , r < n.

Maka dapat diketemukan veltor-vektor

vr+1’vr+2; ..a...§,vn . dalam V,--sehingga~

V. gV gasesV 3V voee sV oxgis darl V.
jl‘l’ o? 2V I‘-’;l’ . =n73




Bukti :

Mlsal tul, 2r ne u ﬁba51s dari V.
Maka JelaS{vl’vz, 00-0’ vr, 1? .'._un.FB -bergantun.&
linier, dengan Teorema I1.,2.1. dapat diketemuken

elemen-elemen dalam *“tvl;vz’ cens Vialg ...,unﬁ

yang merupakan kohbinasi;linier dari vektor-vektor
-sisanya. :

Elemen ini jelas bukan salah satu dari para'v,
kkita namekan ul (1<1i<Sn )

Jelas béhwa

ivl,va,‘,,,v 501 2,..,ul PoUgepresestly Y . (1)
merupakan 51st1m—generator darl V.

- Jika hlmpunan 1n1.bebas-lin1er, maka

" merupskan basis dari V .

-Sehingga ‘teoremé terbuﬁti?. : -

Jika bergantung llnier, kemba11 diambil satu vektor

diantara para  u dalam (1), namakan Uy maka

tvl,a.., vr,ul,..., ul-l’ui+1""i uj_l; Uy
R Ceeneenes (2)
' Juga merupakan sistim-generator V.

Jika himpunan ini be_basl—lin:i_.ler, maka .

merupakaﬂ ‘basis dari ﬁ . -
Jika bergantung-linier, kembali diambil satu vektor-
‘dlantara; para u dalam (2) demikian seterusnya '
proses dilanjutkan-dan diulang kembali ,- hingga "di
dapat himpunan bebas~linier yang masih merupakan
sistim generator;dari V.

' Himpunan‘inilah yang merupakan basis dari V.




Tl rema J. ) 090

‘Misal V‘fuang—vektor berdimensi n.

dan ;W ruang—bagian dari V .

Jika W # 0 maka W mempunyai basis dan

an € n . |
Bukti - | | |

Misal w; # © €W, maka w, bebas linier.
Jika iNl‘ bukan himpunan terbesar bebas linier .,
dapat dikgtemukan W, Gtw‘sedemikian sehingga
E.wl,wa 3 bepasglinier ‘ |
Proses dini diulangi lagi hingga suatu indék m
dengan m bilangan bulat'posi‘c_ip sy MEn sehing;ga

. '(_Wl, ae ey Wm 5 bebas—linigr dans_wl, oaa,. wm5

himpunan bagian terbesar bebas-linier dalam W, ini

berarti hwys eees w, Y basis dari ¥, den d(W}éll

Teorema II.3,3:G3. |
V ruang-vektor berdimensi n lewat lapangan F

Misal A = tvl, cees vn} sebarang himpunan

yang terdiri atas n buahk vektor dalam ruang

Vektor 'l .

Maka 1). A bas:x.s untuk Vq:a.A bebas-linier,
2). A basis u.n_tuk Ve=pfA] = V.
Bukti :
1) ;_—__—5:>A basis dari V maka A bebas-linier.
= bebaa-llnier“
Vs .,.,‘vn bebas- 1in1er

dan karena d(V) = n ,.
maka E‘vl,va,..;..,vnﬂ himpunan bebas-linier

terbesar dalem V .
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Dan.dengéh menggunakan Teorema II.3.5.
ivl,va,....., vn'ﬁ ._.basis dari V.
2) —...:l:::ijélas.
= [»] -
Berartl A 51st1m—generator darl Ve

Akan dibuktlkan bahwa A bebas~llnler, -andaikan

A bergantungfllnler, maka terdapat Bys sesvsdy

skalar-skalar tidak-semua nol dalam lapangan F
sedemikian sehingga aivl tagV, *oeses B V=08
misal alff 0 maka:a-al—l & F
le ‘ }
Vl - -— al ( a2V2 - a5v5 -+ l.'.»' +a.f1vn)

Ini berarti I:A] # V. Kontradiksi, pengandaian
salah , ‘yang benar A bebas~linier

dan  karena [Aj = Vo,
Jadi A basis untuk V ( terhuktl )

TI.4, HASIL-TAMBAH DAN'HASIL-TAMBAH LANGSUNG.

Difinisi IT.h.l.

Bila U dan ¥ masing%masing merupakan ruang-
bagian dari ruang—vektor V lewat 1apangan.F maka
himpunan yang elemen- elemen nya merupakan jumlahﬂl
dari elemen ruang—haglan U 'dengan elemen ruang-

' ‘baglan We
U+k’-—£v&.V lv;u*lrw&u&.li&w&.'ﬂ?]

disebut hasil-tambah (sums) dari ruang-bagian U
dengan ruaﬁg-bagiah W | |

Akaﬂ dibuktikén bahWa U + W merupakan ‘ruange.
‘bagian dari V , dan merupahan ruang—bmglan - terkecil

yang memuat ruang—baglan U dan memudt ruang- baglan W
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Ambil u11+ w U + w & ?2 +u, €U + W & a &F

(ui+w1) + (g2+u2) = Uy Wy U, = ul+u2+wl+w2

11

(ul+u2)+(w1+w2)_€EU + W
a -(ul*'wl). = au;t a Wy .&U + W,

Jadi U + W merupakan ruangwbagian dari V.

Tinggal dibuktikan U + W  rusng-bagien terkecil

yang memuabt ruang—bagian U dan ruang-bagien @ .

Misal S merupakan ruangnbaglan dari V yang memuat

‘ruang—bagian U dan ruang«baglan N, maka S memuat

semua vektor—vektor.berbentuk u+w dengan ut- U

dan w &W, Ini berarti S memuat U + W.

C Pifinisi ITele2e

Bila W,, Wa'dan W3 masing-masing merupakan
ruang _bégian dari'ruang-vektﬁr V lewat lapangan ¥
dan - setiapleiemen dafi.wl dapat‘dinyétakaﬁ
secara tﬁnggal :sebagai‘jumlahan elemen o dengan

elemen WB s, maka ruang4bagian Wp disebut sebagal

hasil-tambah langsung ( direct sums )  dari

" ruang-bagian. Wé dengan ruang-buagian W3 »

Te“rema‘II,&. »

U dan W masing-masing merupakan ruang-bagian

dari .ruang-vektor V lewat lapangan F.
V:U-ﬁ-W&Um‘W:EQ] @:b\f;U@W
Bukti : |
::::::::PAmbilav sebarang vektor dalam V,
v &£V dan kar@na V - U+ W maka

| dapat dlketemukun i eiU & w & , sehingga V = U+ W
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Jadi (¥ vEV ) (T u&lU &w&n ) VUV
Tinggal dibuktikan, bahwa adanya u €U dan w &€ W
yang memenuhi v = u +. W adsl_ah tunggal.
Misal terdapat u' €U dan w' &W
' sedemikian sehingga u? R T
Tni berarti u + w : u' + w', maka u-fu"; Wi W
Dan karena:u - u' €U0, maka w' - w &U
| &  w'e w G%W',rna{ka uw-u €.
Jadi 1) u-u'-€U & u-u' &W ,meka u-u'-€U OW.
dan karena diketéhui UTAOW-5663%
-mwg‘ w-u = 6 atau u' = u
2) w-wEW & w'-w €U, maka w'-W €.—.U Qw
Maka w'=w = © atau w' = Ww.
Tni berarti V = UG W.
WV oz U@W .
Maka(Vv&V)("3!u6U&W6W1V=u+w
tinggal membuktikan bahwa U Aw =46}
Misalkan v &U QYW maka v & U dan v &W.

véU,v#v+Q,maka 8 & W
| | 6 €U N W,

v&W, v=6+v, mka 6 & U
Karena v dinyatakan secara tunggal sebagal Jumlahan
elemen U dengan eleman W, maka haruslah v = o

sehingga U MW =} 07 terbukti,

Teorema IT.4,.2.

¥ ruang-vektﬁr verdimensi n lewat lapangan F
Jika U ruang-hagian dariV, maka dapat diketemu
| kean W rua_ng-bagian dari V sedemikian sehimgga

V=0 @ W




27

Bukti

Misal {_wl,wz, cers wr‘s basis dari W, jelas
bebas—llnler. |
Menurut Teorema II 3. 8.,dapot diketemukan vektor~
vektor- s 1"+1’ VI'*'Z" ey Vn " dalam V -
sedemikian‘sehinpga {wl,w?, sy r’vr+l"' +3Vp 3
’merupakan‘ ba51s dqu ruang—vektor v .
b yr*l,.u..., Wy - hlmpun*n Ddaldu vektor-vektor
oebas—llnler, dan 1n1 dlambll ueoagl 51st1mm5enerator
ruang-baglan W
Ambil elemen v & V .

Karena QWI,WE, caey WpaViigs sees vn2, basis dariV

malas” ¥ dapat dlnyatakan secara tunggal sebagai
komb1n331—11n1er darlnya ’ jedi terdspat dengan
tunggal barisan al, CP cees By Bpiys cees B
skalar—skalar dalarm lapangan F sedemikian sehingga.
maka v = w + ¥, dengan W o= aqWy toeee oA W dalau

W 3 danu = a +; esas T & un dalam‘Ul

r+l vr+i b 11
Jadi setlhp v elemen dari V dapat dengan tunggal
dinyatakan sebhagal h3511 t"Mbah elemen~elemen U

dan W, terbukti V.= U (® W.

Teorema J1lule3.

Misal U dan W rusng-ruang basian deri ruang-
vektor V lewat lavanran F.

Vo0 DV e A= A0 > A

Bukti :
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Ambil ’Lul,ua,.....,.,ur"[ basis ruang-bagian U
dan 1} wl,w2,......,u%‘5 _Bais ruang-baglan W.
Maka (¥ u €U)(@ al,..‘,aﬁ W), u = BqUg+ eeee A oAU,

dan (¥ W'€EW)Gﬁl_bl,;.,bé

€M, w = bWy f;" a bW
Karena V = U @ W , maka

tﬂ veEVNEF! u&l &w <Y ), vV = U+ W
Jadi v g ajUy* seees +‘arur 4 ByWit seenes ® b W
Ini berérti untuk setiap elemen V dapat dinfatakan secara
tunggal sebagai kombinasi-linier dari ul,ua,...,ur;w s
ceeeaaa¥, y afau ' ul,uz,...,ur,wl,wa,....,u%.3 basis V
Dan berdasarhan difinisi darl dimensi, malka terbukti Bahwa

a(v)y = d(u) = a(w) .

Teorema II}A.Q.

Misal W1,W2, beey wk ruang-ruang bhagian dari
rusng-vektor V lewat lapangan F, dan untuk -
setiap J, J = 1,2, -, &, 4Bj basis untuk Wj

' k
v - \1@»12@ @w dmty/B - 5"1/}

besis untuk V.

maka ¢

Bukti : :
Ambil&l = 0§13 soers ei(ﬂ'l basi‘s V{l.
@2 = 021’022’ veves c’é@-a basis WZ.

»
-

oalio(jas ooo,‘oﬁ‘ﬁj‘ basis ll"‘J'j
‘ 1€ ik veesl)

>
It.

O‘i‘,%z-, ceaes cf{ 65 basis l’Jk.
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1 |
CPRCTHI———
o ' bebasglinier.- |
Ambil wy €Wy , maka‘ & c"Ll’G.:L2’ iy g er)

er-?_;_?l c11 %5 ;
w, EW,, nakia (B! ¢511C0ns

- . 4
WZ :‘:Z:-'Z

il %1 %

ey Coe &F)
> %28,

LT IR Y

& F)

W-éWj y rﬂaka . (;a! le,cjz, es sy cjsJ

J

v‘lj -1 = i cji o"‘ji l\gjsk 00-1(2)

s e

W €W, makn T g aCyps eees Cpg EF)
W = ;-L_——-l Cri Ofi

‘ Karena V ;Vu’}_@‘ﬂa@....@‘ﬁk

maka (¥ v &V ) (7B w €Wy & iz 1,2,...,k),
V=W1+W2:+.... +Wk-

Ambil ¥ &V, |

makav:; :1 clicii+l:l'321 oé.i+ seaaast

%

e

1o 1 ki %%

Jadi v merupakan kombinasi-linier dari

£L°ﬁl’°ﬁa’ "“"’oﬁf»ﬁ

v sebarang dalam V, maka k—{&_ 1, 32,..., oﬁé 7]

u/pJ merupakan a:\.stlm--generator V.

~



Tinggel dibuktikan bohwa slstim-generator ind

bebas-linier . |

Andaikan bergantungllinier, maka.dapat diketemukan
. N

bll’ ...’blél" bal’.i'.., béa’ -o-o.cooo,

j1’
:]" L3R BN B B BB R bkl, ‘ll’ bksk

skal.ar-~sakalr lemﬂ semua nok dalam lapangan F
sedemikian eehlngga s

' % &
Z: . , 2:2 .
O:.l - lbii%i.}. i__l bai%l"' .0.0-.-"’
6, |
| EZZ:; byt Ofy

- 1

Misal by; # O , méka' *3‘bll“1 &r.

Ini berartllnai i "
l’ ?’ as ey
| 4 °§ °98,
tidak membangun seluruh V B
. k : ‘ S
Sehlngga %E{[oﬁlsOﬁa,....,O%éjg.

bukan sistim-generator E!“‘koqp;adiksi .

Pengandaian salah , yang Jenar

) L o ok L
g;h 5-061’052’ terc2 °ﬁaj3 bebas-linier,

k f '
Karena ;;u{ 1'931’032’ ceens Ode%" merupékan

gistim-generator yang bebas-linier.

maka k-“J JL °<:]l’°‘32""-"" d*"j?) - \J/} :(p
merupakah basis V , |
| $——t |
k k
M =T By 2 T fot e, ceennens oGy
=l j=l d

basis Ve




maka untuk setiap vektor v dalam V dapat diketemu

kan el]‘.’elZ’ .-‘.oolo,. elﬁl" 8213.. ,92%?‘.,.--.--5_..,—

ejl"...,ej%j".‘;ulcl-’ekl,.‘on-oo-,ek% -.

skalar-skalar dalam lapangan F,

sedemikian sehingga':

V_: e :+ nocn."' c U |

| 11°11 14; ®18) + By100;  eeee.l t
e ‘ | ‘ .
232%32 + eeanse T ejlofjl + sees t ejdjoﬁgj..
LI R R | + el{l“}il + > a0 * ekl%{%'

Karena tcil’aiz,....._, @ﬁd% basis W) , maka

il
(Tt w Wl)“’l-n - 911%1

£©%1 1@hos eerens oégaﬂbaSLS W " meka

2
(fﬁ"wﬁaﬂz “WE = 2

s

Lﬁél ,‘042’ sano sy cﬁs ?‘baSiS Wj -8 ma}.{a
‘ J

5 8
1 - " » , P - -
(= WJ‘SWJ ) Wy oo lz_“i 931“"31

sme 9

t%l 0&2, seeny oﬁd gjbaSlS Wk s maka

‘ 8
‘ | k
(! w0, dewy = L}_ e, 1% *

A1 -

Sehingga Vv = Wi + W, " ceane F Wy
Dan karena terdapatnya L dalam W ( j= 1 2,..,k)
adalah tunggal, maka :

V _-.-_W}_C'DWE u-.o-.aO\“Jk ( terbuktl ).
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Akibat :

rusng-vektor V lewat lapangan F,maka berlaku
v — w @“2@ ocoooooola\lk _;)'

m(V) = d(wy) + A(Wo) * evenas * d(Jk)

- Busti:

Ambil By = Q Jl’cﬁaé""°"”§d33 ‘basis wj.

untuk J = 1,2, ...k

maka B :L]ﬁ] BJ UE Jl’ 2,...."’0?](313{5

=L

" meruvakan basis dari V, dan berdasarkan difiniei

maka a(v) = d(‘.&fi) * d('@!é) £ ceeve d(".’-!k)





