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PERSAMAAN GAYA GERAK
LAGRANGE UNTUK PARTIKEL

iI.1 Perfimbangan—pertimbangén.
Salah satu dari beberapa rumus hu

yang fundamental ( baku ) dapat diambi

DARI
TUNGGAL

kum-hukum_dinaﬁika

1 sebagai dasar un-

tuk sumber penyimpulan daripada persamaan lLagrange,

Dalam uraian ini kami akan muiai denga’
ﬁya Newton, kemudian akan disimpulkan

ngan“kepﬁnyaan Lagrange. Carafpendekat
rena akan dapat laﬁgsung membéwardari

ke dalam wilayah-wilayah yangékita ken
suri ealah satu jaiur yang mﬁ&ah membu
pokok—pokok gecara ilmu alam_ﬁaupun se
Sehagal éatu cara iebih 1anjuf untuk m
masalah yang membingungkan, k%mi digin
diri sendiri pada‘penyimpulanédan pert
maan gaye gerak Lagrange untug partike

n hukum gaya gerak-

apa hubungannya de-

an ini diikuti ka-
wilayah yang asing
al dengan menelu-

at kita mengerti
cara mathematik,
eniadakan masalah-

i akan membatasi
imbangan hal.persau

1 ftunggal dahulu.

II.2 Penvimpulan Rumus-rumus ] ﬂ agrange |

‘gal tanpa gesekan ( friction !
Demi kejernihan persoalan marilah

bih spesifik lagi dengan mengasumsikan

Untuk Partikel Tung=

kita bersikap le-

bahwa gerakan daria

pada partikel yang sedang kami teliti adalah terbatas pa-

da satu bidang permukaﬁn yang mulus (

Eanpa gesekan ) ge=-

r

|

perti misalnya sebush bidang atau bidang bola.

Misal F dengan komponen—kompoqennya F

E
Fy' Fz mewakili

vektor dari gaya ( misal yangfdisebabk?n oleh pegas, gra=

vitasi, gesekan dan 1ain—1aih§) yang békerja pada parti-
. ' : b

kel. Kemudian dengan‘mengasumsﬁkan maséa konstan yaitu m
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kartesius, kita dapat menuliskan persa
nurut Newton sebagai berikut: -
Fxnmi -

!y-my'

[E R R NENEEEEEEREEE SR ENEENRSHN.

Dan Fx samadengah komponen dari gaya F

Ey samadengan komponen gayangpada sum

F, samadengan komponen gaya F pada sum

Pada tahap ini akan diteliti 4ahu1u ha
telah dilakukan oleh F, kalan diimajin
tikel itu telah mengalami per&bahan ja
cil sekali yaltu 6-S‘dengan kémponen-k

:gx,g'y,(fz. :
jadi: § W = F §'S cos ( F, §s)

-Fx(s‘x-n-l?jr_g-yd-éi‘z(gz
Sekarang dengan meﬁgalikan ruﬁs kiri d
persamaan { 2,1 ) dengan § x, éfy, Sz
| S*x =m X f;x :
Ey Sy=my§y
cms‘z=ng‘z
Dengan menjumlahka# semua péréamaan di

akan memperoleh:

F §1+F 6_3:+F S-zz

l.‘.‘...‘....( 2'1 J'

pada sumbu x.
bu y.
bu z.

sil usaha S'W ¥yang

asikan bahwa par-

omponennya yaifu:

evnnnnnn( 202)

an ruas kanan dari

maka akan didapats:

‘atas, maka kita

mx8x+my€y+ngz

maan gaya gerak me-

rak yang sangat Ke=



R Ex+F gy+r Sz.
‘m(xg‘x+ygy+zgz)
m(E8x+¥y5y+582)=

| F g.x + Ba S-y + ! g-ﬂ ooo.w;Too-coo-oOOQ( 2.3 ).
F :

Ruas kanan dari persamaan { 2 3 ) hanya merupakan usaha

yang dilakukan oleh F. Mengingat bahwa gaya gerak itu
terbatas pada suatu bidang saja maka koc;rdinat-koordinat'
x, y, dan z dapat dinyatakan sebagai :I’ung51-fungsi dari- -
pada koordinat-koordinat Qy dan a5 dan kemudian dapat
diindikasikan sebagai berikm;;:
x=x(a, q) '
! = ¥ ( Q1' Q2 ) oooe.t}cooon.ncowt..oinoo( 2.4 ) '
z =z ( Qq » a5 )
Contoh untuk memperlihatkan arti dari ( 2.4 ) adalah se-
bagai berikut: |

Ealau kita mengandaikan bahwa permukaan batasannya ber-

bentuk bidang bola dengan jari-jari ;ya;mg konstan:y:aitu:r._
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Gambar 2.1

Dengan melihat gambér diatas. ;maka‘kits% akan mendapatkan:
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r 3inb cogﬁ'

¥y

z = r cosd

raine Binﬂ 0...0..;..6...0.00'..0....( 2.5 )

Untuk sementara ini waktu tidak diperhitungkan di dalem

persamaan { 2.4 ), dan di siﬁ£ kita mengasumsikan bahwa

sumbu-sumbu x, y, dan z adalah statis.

bahan nyata yang terjadi adaléh S'x, g"

Perubahan-pérﬁ-
y dan & z.

Dari persamaan ( 2.4 ) kita akan mendapatkan persamaan

seperti di bawab ini.

gy'sg_y_ a +_g)_dx S‘qz ceesy

cveneenadl 2.6 )

Setelah kita mendapatkan persamaan ( 2.6 ) maka kita da-

pat mensubtitusikan]ke dalam pérsamaan

( 2.3 )} dan kemu-

dian kita mendapat persamaan sébagai herikut:

gwgm{'x(

2%

+y ((Dqlgql +'§§§ 'qu)

5‘11 'DqE (3.‘-12) +

*

(qql Sql ’qung))

, ?"(%f gql . 2 ng)

r

+

e
(5 S gy S

-

|




Da €0
f_%(,ﬁf 0% Y 6 qp

Jadi dapat kita tuliskan sebagai berikut:

") .
S?'m( '-D_E-I 'y”qui z’a{al)gqlf

em (% &-3’-. 5 22 ) 59

V42 0% 9z
- 00(= 2-7 ) ;

. Dx D3, 22\ o +
(F""D‘h ! Fyfb‘ll.f ?zﬁ)ql ) oo

2 vy D
* ( xfaq;' F]F:-DDE% : zgq )8(12

S Wdari ( 2.7 ) adalah beri‘ungsi sebagai satu perubzh-
an S S. Karena q; dan qo adala.h variable yang indepen-
dent;, marilah kita ilenfokuskan épada S W atau hagil usaha
‘dengan menganggap bahwa yang ’beirsii'at variable adalah 4y
dan dianggap bahwa koordinat yéng lainnya konstan ( mi-

sal qu 0 ). Maka persamezan ( 2.7 ) akan menjadi se-
perti didawah ini:

x‘r;_oﬁfls'% ( ’Dx x ) ......g 2.9 )

F
f
!
I‘I..QO..........OOCCC.OE...'.‘....( 210)

i
N
lc)




_g__ ( f()x ) | rbx .......,E....................( 2.11 )
'Dq]_' DL |

3engan mensubstitusikan persamaan (2. [LO ) dan ( 2,11 )

ke dalam persamszan ( 2.9 ) maka kita akan mendapat.
%

‘ : }
..",:)x d o 'Di er -ﬁouoootoo‘(zlz)
X —— ow LK — -
29 a3 ( 09, ) 'Dql‘ E

Dan dengan sedikit‘pertimbangah lebih J_anjut maka kii‘.a

akan dapat menyusun persamaan iaebagai berikut:

: ( iz ) FD( 5:2) :
x‘ ’DX' d D 2 2_____ nooooo-( 2013 )
0 B gy g O T U
T | “ )
Dengan cara yang sama maka kita akan mendapatkan sebagai

berikut:

Ve y
g Dy a | TD(_?) - D_..:ﬁ':}_
9 at D) CL 2%
_ ‘ |
i \ 52
pies )
P2z .._a Yv2 J —i
O 4 | %1
L. ! rax e L FD =z
D btitusik ©X 3 OY dan ke da-
engan mensubtitusikan ngl ’;y’oql E oy

lam persamaan ( 2.8 ) maka kita akan mendapat persamaan

sebagal berikut: [
| |

X%
Cow -n |- 9 \
. (3
X &2>
: 2 5
+ B ; —
at. ~ 1 i
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Maka dapat dituliskan sebagai berikut

IRy re—

04,
D (il 32 e )
{’aql n ;LE+2y + 2 } Sﬂql .,( 2.14 )
' -
'(F *%%ﬁ' L3a ) Su

L
}

Karena 3 m ( X% + yz + 32 adala.h enPrgi kinetik deri

suatu partikel dan diberi simbol T ( ?imana X + y2 + 52

= Sg) » maka persamaan dari (;2.14 ) dapat dituliskan se-
perti dibawah ini: :

a _ 0% _ -
?%J S | coveaseanaa( 2,15 )

Xoun  Tyoq 2’991

Apabila sekarang yang dianggap bersifat variable adalah
a9y dan P g = O, maka hagil usaha quz yeng diasosiasi-

kan dengan satu variabel di dalam 9, saja, akan terjadi

hal yang sama yakni:‘

_.d_(’_b_; _ s
092 /) 0% vererecirasenenaea{ 2,16 )

P D y Dy

%2 ¥yl 20
Persamaan ( 2.1% ) dan ( 2.16 ) adalah rumuS-rumus cip-
taan Lagrange. |

Dan gecara umumnya:

F fb "’F (21:"'? ,Dsir »oaoo-o--oo( 2.17)

x’qu ¥ ’qu 2oy % T

Dimana Q. adalah sebuah koordiﬁat yang tampil-di T.
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Dengan demikian maka rumuewerus persamaan Lagrange seca-
ra umum dapat ditulis:
2 | q

d :‘D-g T r : .'00.“!..0(‘2.18)

= :
Va4, ) % %
Disini kelihatan bahwa untuk sebuah partikel yang mempu---

nyai dua tingkat kebebasan, maka terdapatlah dua buah per-

samean Lagrange, Dan sekarang apabila kita mengasumsikan

bahwa sgebuah partikel yang mempunyai biga tingkat kebe=-
basan ( tanpa adanya gesekan;pada par¢ike1 tersebut ),
maka persamasn ( 2.4 ) masing-masing %kan mengandung un-
sur-unsur d1s Qo dan Gz aeper}i tertera dibawah ini:

x=x ;s dos Q3 )

. F = y ( Qs qu q3 )
z » 2 ( Q. QQ$ Q3 )

Dan skhirnya kita akan mcndapatkan tiga buah rumus dari
persamaan Lagrange. Pada umumnya akan ada se jumlah rumus'
persamaan model Lagrange yanggsesuai dengan jumlah tinge-

kat kebebasan yang ada,

Sekarang dengan menganggap bahwa Qs qz, dan az masing-
masing adalah merupskan bariabel yangiindependen dan de-~
ngan mengikuti proSedur yang éiuraikaé di atas secara )
seksama, maka sebuéh rumus pe#samaan éodei Lagrange yang
relevan dengan setiap dari kefiga kobrdinat yang ada akan’

didapat puia,

11,3 Hal-hal Yang Penting Pade Rumus-rumus persemesn mo~§

del Lagrange;

Rumug-~rumus pérsamaan differinsial mengenal gaya ge-
rak untuk problema yang manapﬁn tentunya akan didapatken -
dengan melaksanakan 1angkah~1angkah yang diindikasikan
pada ( 2.18 ) :

—_— [l —_ - —_ — — s - - A
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sebuah persamaan yang berlaku secara umum untuk suatu u-

saha yang teleh dilékukan oleh suatu gaya ( dimana kom~

ponen-komponennya F Fy, danéF )

|
Dengan menganggap bahwa q1 yang bersifat variabel dan ko-

ordinat yang lainnya konstan ( misal S‘qz =0 ) hal ter~
sebut bisa didapat Jika a5 dianggap konstan. Iemudian 5'x,
> ¥s 5 £ aken didapat dari ( 2.4 ) sebagai berikut:

22z §o
Bx,aql a4

0¥ Co
S? fDql Sql
Vg o
07 =552 5?'1

Kemudian dengan mensubstitu51kan S x,tg_y dan 5_2 ke da-

lam persamasn $ ;
E; ¥ o= F E;x + y 6‘y +§Fz 542

~akan didapatkan sebagai berikﬁt:

Oy -

x?%qu]* ybq gqi zvqlgﬁl

S
"(xaql .vfaﬁf+ z'aq] )Jql

XKemudian persamaan tersebut di@tas dapﬁt dituliskan seca~-

ra singkat seperti sebagai berikut :

Secara umum dapat dituliskan sepertl dibawah ini:

S, =% . qu OO SURUR U 2,19 )
T r '

Di dalam proses menentukan S_W ’ yang:merupakan hasil
e
dari suatu usaha dapat dianggap positiffatau negatif, ter—

gantung dari apakah gayanya mempercepat;atau memperlambat

Kaleu partikelnya punya tiga tingkat kebebasan maka usa-
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ha totalnya zkan dapat dituliskan sebagai berikut:

wtotalﬂ ( ‘.....nouoaooiti ) (qu.l.‘i

+( -ocooouao-;oo-oo ) §Q2 + -oo( 2-20 )

o errrrneneesenens )Gy

II.4 Mengintegrasilkan Rumus-rumus persamaan differensial

gava gerskK.,

.Di sini mérupakén suatu iakta yang tidak menguntung-
kan, tetapi menjadi suatu fak}a pula &ang-harus dihadapi
setiap sgrjeana praktek yakni bahwa di dalam sebagian :
besar kasus yang timbul adalah bahwa %umua-rumus dari ga-
ya gerak begitu berhelit-belit sehingga untuk itu tidak
tersedia metode untuk mengintegrasikannja. '
Tetapi masih untung juga, karena pada masa sekarang ini -
alat-alat komputef banyak meﬁberi pertolongan kepada kité.
Dengan menggunakaﬁ-alat komputer itu,  maka cara-cara pe-
nyelesaian yang bérdaéarkan ﬁola—pola grafik dan numerik
terhadap TUMUS T UNIS persamaén yang dahulunya dianggap .
mustahil tetapi sekarang dapét lebih mudah terselesaikan
dengan balk dan bahkan sekaréng dapat disimpulkan dengan:
baik. Setelsh kité membaca u#aian di ates tadi, meke kit@
akan dapat menyelésaikan perébalan;persoalan rumi£ yang -

kita hadapi.

I1.5 Contoh ggntg@_xgng Ilggtratlg.
Untuk dapat memahami sekaligus meresapi suatu per-

soalan maka kita membutuhkan banyak contoh Karena contoh+
contoh merupakan cara yang terbalk untuk menjelaskan sua-
tu pokok persoalan yang 1ngin kita ketahui,

Dibawah ini tertera beberapa contoh éiantaranya sebagai

i

: : !
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 Gerak dari suatu bola yaﬁg berlut
tersebut dapat bergerak pada ;eutas ka
berbentuk parabolis. i
Bola tadi yang bermassa m bebas untuk
jang kawat kaku yang' berbentuk parabol
Dimana kawat tersebut mempunyai persam

kawat tadi terletak mendatar.;

Mengingat bahwa gerakan bola itu terba

gerak. Dengan demikian akan térdapat d

2 dan

:yshx
z = ¢ ( konstan )

Padshal kita tahu bahwas
‘T=%m(x *yz'*zz)
¥ = 2vxx

= 0

aANg

dimana bdla

wat yang kaku dan

meluncur di sepan- -

is tadi.

aan yln bxz, dan

tas pada satu ja-
lur saja, maka bola tédi hanya mempunyal satu kebebasan

ua persamaan yaitu:

Kemudian y = 2bkx den 7 = O disubstitusikan ke dalam T

yang nantinya akan diperoleh:
T-%m{x +(2bxx)2
=3nm (%2 + p%%2 )

=%mx? (1 +40%?)
Kemudian:
(EL; =mx (1 + 4b%x2 )

X
=mx + 4mb2ix2

) DX + 4mb2Xx? + mez
- \ ;

x2x

+ 8mb2x2x

S mx (1 +§4b212 )



15

T = % IIIJ.CZ ( 13+‘4'b212' )

- % %2 + 2bmx°xZ
>
__2 = 4 blmx 2
D X

Dengan menggunakan persamaan Qari Lagrange maka akan di- |

dapatkan:

4 (2r\ _Pr
w ox EChE

2 2:2 -2

mX + 4mboxx +8mbxx--4bmx

{
:

mX + 4mb%%¥xZ + 4mb sz‘n Tx

m¥ (1 + 4b2x2;) + '4mb2:‘:2x- - F_

X & F

X

Dengan menggunakan persamaan ( 1.19 ), |maka nantinya akan

mendapatkan hargsa dari F

Marilah sekarang kita mengasum51kan bahwa sumbu y adalah

terletak vertikal dan dianggap bahwa satu-satunya gaya

¥Yang bekerja pada bola tersebu;_adalah!grav;tasi bumi.

i i
Kalau bola itu diberi perubshen sebesar + { x, maka gew

rakan vertikalnyapun akan meneﬁpuh sejauh + [ y.

Maka ussha yang timbul karena adanya gravitasi bumi. ialah:

S Ve -mg §y.

Dari persamean y = bx?, maka‘akan didap
Sy = 2bx $ x.

Dengan mensubstitusikan S y = 2bx

maks akan didapatkan:
E;-W = -mg 2bx me = F J"x

Jadi:

?x = -mg2bx. "

atkan:

5~z ke dalam g'w,

Dengan mensubstitusikan Fi = «ﬁgax ke galam

f
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malka persamaan gayé geraknya akan diperoleh sebagai ber-
ikat: | |

2

2113 -

mx (1 + 4b%x% ) + 4ux
~2mghbx. |
- Contoh 2.2

Bandulan pendulum ( ayungn) yang diikatkan pada ge-
lang karet ( seperti pada gambar 2.2 )

Gambar 2.2

Bola penduium ( ayﬁnan ) yang?dianggap sebagai sebuah
Vpartikel yang bermasss m, memﬁunyai-dua tingkat kebebas-
an, Dengan menggunékan:r dan é sebagai koordinat-kbordi-
nat, Marilah kita di sini mehéuiaikan atau mengilustra-
sikan duva macam metode.untuk @endapatkan gaya-gaya yang
diuraikan. Hasil-hasil uwssha yang dilakukan oleh gaya ta-
rik bumi dan gelang karet din&atakan sebagai berikut:

Swtotal - :—mggh - k( T~ )Sr,

Dimena r, adalah pénjang gela#g'karet‘gang belum teren-
tang ( sebelum diberi‘bandulaé)_dan k %dalah koefisien
gaya pegas dari kaiet. |
Usaha di russ kanan dari perséméan di atas diberi tanda
negatif kerena gaya yang dilaﬁukan untuk melakukan suatu

usaha berlawanan dengan gaya tarik buml dan berlawsnan

pula dengan gelang karetnya.

{
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‘511- SB‘Sinje-érc::o'se

Kemudian 3 h disubstltusikan ke dalam §

didapatkan.-
E; ¥iotal ™ B8 (rde é;n 8-

-k (r -z, ;Ef:r

=~ mgr § 6 singa +mg

-k ('r - r, )6~zr
= -mgr‘S'e 8in 6 -

m{ k (r - rf ) - mg

Wiotay Maka akan

r coB & ) =

r cog O ~

cos 6} S\‘r.

Jadi dari persamaan tersebut terlihat bahwa hasil ussha

yang sgesuail dengan perubahan yang terjddi pada r saja

adalah:
‘g’wr = - {.k ( r - ro_)'} mg cos
=Ergri
Maka dapat dituliskan bahwa:

FLa-k(r-r, ) + mg cos 8

e_} g r

Sedangkan hasil usaha yang sesual dengan perubahan yang

terjadi pada © séjé adalah:

V¥, = -mer sin & O 6
=Fy 00
Maka dapat dituliskan bahwa:

Fg = -mgr sin 6,

Marilah sekarang kita akan men?mukah E]

cara langsung menerapkan Tumus:

Fq = F fg-—-; Fylez + P El:i
T 0 % 0% %

dan FG dengan

Dencan memnerhitungkan gaya tarik buminya dan kemampuan
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merentang dari gelang karetnya, maka kita dapat melihat
k°mP°nen-komponen péda sumbu x dan y dari gaya yang ada

pada bola rendulum yaitu:

F_==-k(r~-r. ) sin 9;

X o

Fy =mg~k (r -1, ) cos®

Dari gambar di atas:dapat diteqtukan bahwa ¢
X =7 gin © | :
¥y =1 cos O

Kemudian dapat kita pero1eh:
% |

w—— = gin &
r

— = ¢c0S ©
Dr

Oleh karenanya: ‘
o x ~NY

F = F 72__ P

o ¥ Or T Dr
==k (1 =~ r, ) sin @, 8in © #

+ { mg -k { v =1, ) cos © :} cos 8.

2

=-k {r~-r ) sin 6 + mg cos € -

xk (r - fo ) cos? O.
=-X {(r -fro ) ( sin% 8 + cos® 0 ) +
+ mg cos ©

F.=-Xk (r -:ro ) + mg gos o.

Xemudian untuk mencéri‘Ee :
x =1 Bin 6

Yy =T coa B
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DY
?-—'-—I'Sine
> 8
- ¢
Fg.F’D_..+F:a__
D 6 T~ e

==k (r = T, '} sin B {(rcosio® )+

4-{‘mg Q'k (r - roé)-cos 6 } ( «r 8in 6 )

=-kr{r-r ) sin © cos @ -

) sln 6 cos ©

‘mgr sin 6 + k r (ir - T,

Fe =

mgr sin 8
Jadi hasil dari Fﬁ_dan Eg samé dengan ?enggunakan cara

sebelumnya.

I1.6 Rumus-ruﬁﬁs‘persamaan Laérange untuk partikel tung

. gal, dengan mengasum51kan bahwa kerangka referenn

WMWW

E
Sampai sejauh inl kita telah menghindari pembahas~

an apapun yang bersangkutan dengan sistim—sistlm yang me- .
libatkan kerangka«kerangka referensi véng bergerak dan .
dengan adanya gesekan yang bergerak E
Tetapi berhubung dalam praktek banyak sekali problema da
ri jenis / tipe ini terjadi, maka sang%t penting sekali
kiranya bahwa penYimpulan-penyimpulan étau ﬁenerapan-pe-
nerapan sistim-sistim perumusan dari Lagrange untuk per-
masalahan-permaqalahan seperti itu mendapat perhatian
yang seksamz dan teliti. | o
Marilah kita sekaliilagi mengagumsikangbahwa kita sedang
menangani sebuah paftikel tungéal yang dapat bergerak de

ngan bebas di atas sq‘tupermukaan yang mulus,

Selanjutnya kita akan mengasumsikan lagi bahwa koordinat
F

YomwamATm — A . A _m v A3 anl i _aa P
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hitung dalam kondisi dimana-biﬁang permukaan tadi / atan

kerangka referensinja bergerak.
Dengan mengikuti prosedur dariéseksi iX

maka sekali lagi kita menulis:i
m(x8x+y8y+z§z)u
F_Ox+ Fy E;y +P, 0z

Dimana S x, Yy, & = mewakili'éuatu pTo
mutlak dan Fx’ 3y,
ri suatu gaya yang bekerja padé suatu p
Rumus-rumus persamaan untuk proses penj

hubungan dengan x, y dan z untuk dijadi]
dan sekarang akan diindikasikaﬁ sebagal

ngl(Q1!‘Q29t)

y = f2 ( qlwquv‘t )

EEEREEEEEX]
|

2 =13 (g, q t)

Hanya ada dua buah‘koordinat yang telah
di dalam rumus persémaan ini, dan fakto
suk di dalamnya dlsehabkan oleh hadirny

yang diasumsikan itu0

Rumus-rumus dari ( 2¢21 ) akanémenangané

da hubungannya dengan gesekan dan gerak
diasungikan tadi. ’
Untuk mendapatkan.g'x, 6dy dan.érz kita
rumus dari persamasn ( 2.21 ), ‘selanjut

patkan:

) x =

éfql

- dan EZ merupakan kom

4..__

.2 B8ecara mutlak,

ses perubahan yang

ponen-komponen da

artikel.

abaran yang ber-
i

kan gy, g5, dan t,

ceeeseesl 2,21 )

diuvraikan tampil
r waktu bisa ma-

3 gerakan-gerakan

i hal-hal yang a-

an=gerakan yang

bisa menggunakan

nya akan kita da-

§t

?)q1
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:-fat

Dengan mensubstitusikan § S_y dan.E;

maan:

m(x_x+y é;y + 3z afz ) =
8 x+ E, 8'y + R, E;z

i

3t

ke dalam persa~

Akhirnya kita akan mendapatkan sebagai berikut:

Sk (__g“q1+ P Ak

Da 0 2T

f()? ;BY

+

ap ot

Y]

+ (""'Sql“;a—"gz*—‘ﬁ*

(-—-Sqw-—-ng-—ﬁt

.4 "DX ’DX ..
= + Fo— +
(’b - Sl 5:2 alls )
+ F —— - - —— % +
(om0 20202 3% J )
| ~z I,a.z‘; faéz
+ F —— + — + e
(qul Ja Dl ?qz DE’“ t)
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*’“("igx by 2L 5 e+
P9 DI Do

UL I F AREY )5 e .
+ —_':""- t*no 2.2
+m (.x/:)t -+ ¥ Q)t z Y 2

:+E.

Xy e
= ( F
(_x/Dq]_: yqql 0(&1 )

I LI
+ + ---—--..-+ _.._’.... q2
. I.”D‘l'z ‘ y’b qz 'D‘Eiz

|
L, E /3?* %
+ (I‘ + E -+ —— ) J-t.
Qt @té Ot
F
Dalam hal ini apabila yang dianggap bersifat variabel a-

dalah q dan é;qz =0, $t=o0. Maka persamaan ( 1.22)

.menjadl.

LOx v o
m( X — '
PL:! Y !

)5

‘ X -7 rsiﬂ ‘

E—-—-+F'---——+F-——J a
(x/'aql ;yf(Dql ,Dql (j

Demikian pula apabila a5 dianggap variabel dan é;ql = 0,

6ﬁt = 0, maka akan diperoleh‘.: |

.-trbx tnDyi (Dz
m(x + +Z—“)Sqéxt

LD 'qu ’D%

+ F + I

X ¥y z E
fqu ' (qu qu ) ;

B Bt Y.
(E .
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Apabila ¢ dianggap variabel den q; = 0 dan §'q, = 0 ,

maka akan diperoleﬁ:

X ,fby' ft,z
m(x——-+y--—-—+z

ot T ot Dt

)

X ~N T TN
(%ilu+rﬁ .+%? >§m
Tt Tyt gt

Akhirnys dengan menerapkan persamaan-—persamaan - 9 )

( 2.10 ) dan ( 2. 11 ) seperti pada seksz 11,2, maka per~
samaan model Lagrange seperti persamaan ( 2,15 ) akan di

peroleh juga akhlrnya.

Jadi walaupun kerangka-kerangka referensi yang sifatnya
bergerak dan / atau dengan adanya gese%annya yang ikut

bergerak tidak akan membuat perubahan pada persamaan mo-

del Lagrange yaitus persamaan ( 2.18 )J

II.7 Membahas Mengenai Enargi Kinetlkd Gaya~gaya Yang

Divraikan dan Persoalanapersoalan Lainnxa Bilama-
na Kerangka Referen31nxa;Dan Geggkannva.lkgﬁ-Ber-—

gerak.

Dalam hal ini; pengertian tentang gaya-gaya yang
telah diuraikan cukup pentlng sekali arglnya.

Perhatikan bahwa di dalam pers§maan.

X Y fi>z
b B e 4 F éril
Ve Y L qu ' r
Fo. d o =
5 Yo

Di sini faktor t dlanggap konatan,

F

[
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Dan sekarang akan dianggap bahwa yang b
adalah t dan érﬁl ol 0 S ap = =0

ersifat variabel

Haka dari persamaan { 2,22 ) kita akan dapatkan persama=-

an sebagai berikut-;

ot ';yfat D

(% F LLov 00 )

X i)y r?z.
('Fx +'E s F t)' ) Sﬁi

D% Y or P ot
Dengan demikian kita dapat dengan mudah

bahwa ruae kanan dafi‘pérsamaaﬁ ( 2.23

5t =

ceof 2,23 )

memperlihatkan

) hanya merupakan

suatu‘usaha yang telah diiakukén pada suatu partikel o~

leh gaya-gaya yang ada ( termasuk pula gesekannya )} pa-

da saat kerangka referensinya @an gaya gesekan bergeser

posisi sedikit dalam waktu § t.

thtoh 2,3-

Gambar 2;3

Contoh sederhana yang berikut ini nantlnya akan da=-

pat menaernihkan sejumlah gagasan-gagasan pokok yang te-

1zh diuraikan di atas tadl.

Ada sebatang benda yang-berbeniﬁk pipa padat dan yaﬁg

mempunyai sifat tak dapat melengkung der

1gan keliling pé;

e R N . " i g TaE
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( pernatikan pada gambar 2,3 di atas )

Benda ini dibuat bérputar denéan kecepatan konstan, da-

lam perputarannya 1ni benda térsebut selalu tegaklurus

dengan garis yang melalui O dan tegak lurus dengan. sum-

bu x dan sumbu y. Suatu bulatan dengan

massa m mempunyail

kebebasan untuk meluncﬁr di'sépanjang batangan benda yang;

mempunyai bentuk bulat'padat'itu di bawah pengaruh gaya

? ( disini sudah termasuk gesékannya )

Marilah kita menyusun persamaén gaya g%rak benda bulate

an tersebut dengan cara mengg@nakan persamaan ( 2.3 )

secara langsung, dimana untuk kasus ini hanya berbentuk:

‘m (x §x+ § §—y )
Eﬁ Y X+ Ey 5{y
Kaléu kita memperhatikan bulagan m itu
menuiiskan:' o .
# = I co8 (W t
‘y'z r gin W f

: 5 E
Kemudian kita akan mendapatkan sebagai

Sx=§rcos Wt=-r WSt sin

gy=(rrsin l‘,o"b-!-r'uéjé-tcos

---Eooooooo.o.v--oe-cvoon (A )

maka kita akan

0.0...0‘;.'.0...‘l.t.-.v’.....‘(3)

berikut:
VS A :

] -aao-o(c)
)t

Dari persamaan ( B ) maka kitaijuga bisa mendapatkan

x dan y seperti sebagai-beriku?:
X =7 cos W t
X =T cos W ti« r o simw t
'x = 5.005 ) tf«‘i w sinéLU t -

T w sin w t - T w? cos w

tl
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Y=r sinw t

¥y = r sin W t+tr wWceosiw t

F=Trsin Wt+rw coswt+

+T weos w t -1 i sin wt.

Dengaﬁ mensubstitusikan § x, gy, x dan| 'y ke dalam per-

samaan ( A ) maka kita akan mendapatkan sebagai berikut:
m(i5x+}(§y)= |
m{('x"cos wt-.i'uosiinu)t-i:uosinwt—
- \,02 cos u‘o‘ft) (Sr;cosw_t - rWw 5 t sinwt)  +
+('1"sihLot_+i'\;)cosléwt+7rugcoswt— |
-1 Wl sinmtf)‘(gr sginyotd»z'wgtcos\:;\):t)=
m(zgr-ruﬁir+zéfw2§ti=

E

m_fi‘&r--mr@zémr-t» 24?11::]2‘002(5'1:' =

(m'i'-lmru_)zj)(g'r-i-_zr?nri'ngt,
_Sedangkan: o |
Fxg x+Ey5“y;==.
-‘Ex (Jrcosm_fs-r uoggtsinﬂot)-b
+‘Ey(5’rsin‘got+r uaéé—tcos Wt )=
‘Fxgr cos u.)t'-nF}.:r w 5-1; sin wo t + | - :

¥y

'(Fxcoswt+ii‘ys§inu3ﬁ)5r+

.+'(Fy'coau3 t‘;- Fo sin )t )r uEJcJ_‘b.

+Fy§rsinu)ft+1? r o) teos Wi o=

Karena:

al{x§x+3 Jy) =
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Maka: -

r(r -1 \o )<5‘r + 2 m r r ugz St =

( B, cos uCJ1:+_Fy sin uo;t)gr

|
.[.
| |
+ FY cos wt - F sin LD t)r &3 é; t.

Dari persamaan ( D ) di atas maka kita Akan mendapatkan:

(T -ryu? ) St =

{ B_cos w t\+;E‘ sin.(l)t )

ceri( D)

-ono_.po..ooo(.E )

2mror ugzé; t =
i . : ﬁc.c-o(E)
( Fy cos w t ~ F, sin w F Jr Ww er t

Dengan memperhatikan;persamaan § E ) maka kita akan féhu
bahwa ruas kanan dari persamaané( E ) hanya melukiskan

suatu uszha oleh sem@a gaya yané ada untuk mengadakan pe-
rubahan S‘r padé sepanjang bataﬁgan bulat padat tersebut.
Sedangkan persamaan ( E ) punya hubungan yang erat dengan

persamaan { 2.23 ).

Dan ruas kanan dari persémaan (?F ) akan%memperlihatkan
suatu usaha yang diperlukan untuk mengh351lkan perubahan
ruoédt ' | |






