MlS
pun an- g Lmu&

*
Vg = himpun

aﬁauf

’ * R . |

. V= Q fiV—m—mK | f= pemetaan linier J’ _
Jiké f & E* dan v 65 V maka £ ( v ) akan dlsaalkan de--
néan notasi < f,v > ‘ |

uelanJutnya

\
( nuda \'f )7

D1def1n151k

féij

- daf.

Pgrhatikan pula bahwe, ‘ B
- <i‘,v1+ v2> <i‘ v1> + <f vP> "’1"’26“

<fkvl> k'<f"1> |

L BAB III
 RUANG DUAL

al v adalah ruang vektor atas field K ( K —hlmﬂ
bilangun nyata atau bilangan kompleka )e

an semua-pemetaan linier d@rl v ;ke K .

elemen - elgmen dalam V" ainamakan,,fgnggiigﬂl'

#* C
an pula suatu operasi pada V yaitu

f1,£2 e v _______> <:;1+f2,vf>> = - '?“:

< fl,v > <f2,.v > - |
VoK e K:::::;-<: kv > =
e o> :

Sehingga operasi - opera31 yang dldeflnlslkan di atas se

sdai'dengan

deflnlsL produk skalar, tetapi sesungguhnya- _

bahWa not351 <: £,v :> adalah dua komponen yang ter”'

1etak dalam

ruang yang berbeda.

Dapat dlbuktikan bahWa v adalah ruang vektor atas K,yang
'dlsebut :ugng Dugl. i ‘ '

Bu}_g__l : \
Amb:.l fl, f

09 f3 sebarang dalam V*



1.;V_ adalah tertutup terhadap adesi sebab jumlah dua |

pemetaan linier adalah pemetaan 1¢nier.§

<(f L)+ f5,v > pe :t‘l+f2,v> <f3’v>
1 <f'f1,v::> <<:£é,v:>”j}:
IRE "> -

- < v > €‘<:f ’V:> X
* '<:f3 , V}:> ;} : iJ' 'j |
<f1*" > <f2+f3"’>
<<:f +(f2+f3) v :;> ,.unfu% :

Betiap v € V t

i

n

 Sehingga ( fy+ 1,) + f3= 1y + ( fa+ £ y . § o
%+ Ada elemen netral %yait_u pemetaan noJ. ¢ d:!.tulis den{gan 0)y

;;éebab <(j+f1,1£=' > <0v> <rl,v>? |
0+<fl,v>

< fl? > ,% untuk sebiap
vev . : ' P

]

]

;Sehingg‘a 0 + f

lé.;Setiap T & V mempunyaj. :aners yaitu g wf 6 V* ’ :
é_.s‘ebab < g+ £,V > < > ;+ <f’v>

. <-fV> + <f,v>
- < f,v> i-i~ <f-',v>'§-_-

i SR L 0,v > ,untuk se'ti’j:ap
: : i S B *
: :Sehinggag+f = 0 . [

il i
R

1l

5. Komutatﬁvitas dipenuhi; sebab

<f+f,v> <1,v> <f2,v>
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: é_<3f2.+f, 3V > , .untuk'; setlap

 Sohingga £ + f,= I, |

JédiiV? mefupakan 2beld

-15. g: (aﬁb) f,v'i%?z;(a;b). <: fgv >> ] -
Con ' ‘ia, - f V> + b. <f v>
L atv > + <bf,\_v>.
<:af+bf'v:>_, unﬂuk‘

setiap v 6 V§ -

Sehingga ( a + b ) 'f = af + b,

2' <9 (f | <f+g,v>

o é; a( < f,v :> 1. <::g, :> )
R T T
: <af,V> + <ag,v>
3 = "<af+‘3£§s > ,. untuk
|  setlap v & V.
_%Seﬁingga a(f + g )é= af + ag.

3-5‘ E<(ab) f,v > = (ab)o< f;v>

+
v
o

-

<

5

| setiap v € v,
Sehlngga (ab) f = a(b)f |

4.% <: 1.t,v > - 1. RPN <( £,V :> ,

untuk setlap v 6 '

gohlngg 1.t = r

Jadl terbukpi bahWa V*Eadalah ruang vektor atas K,

bgntoh : ‘
3, l.-Ambll v = K,

(,P Kn-—-——————> K adalah proyeks:l_ pada faktor per

- tama Yaltu w (xh. . . v Ve v




.  maka a7

| ;iAmbil v sebarang

?EMaka pemetaan £

: ;Jadl

3.3
7 ambil

| ?Maka pemetaan f "V‘P——**—ﬁ><i_v,v '>>

. |
- Tetapi g @
. |

. sebab

5§vi

i Ebehingg.a £ ( vy

kv

Secara sama untuk setiap 1=
suatu fun{.,sicnal (_Pi sedemikian sehingga, :
an_F Xys .....,x ) = xi .

3 2. Miaal V ruang - Euclid -

12V2

—-fungéi%ﬁal.'

sebafapg dalam V dan.

dalam Ve

|

z:vl"vo:>
<:v2, v0:>

+ V.,

n—f——;f(

—f——.» f (lwl)

1F

. \
" Sehingga f ( k v

£

Misal

‘f ap O<1EEC1 .

R F )

fun581pnél.'

V‘ruang-He}mit v

v, e Vv sebarang -

V =

< kvyaYg >
k.< vlgvc>

kf (‘vlf) .

‘fl

—

_>—-?

adalah fungsional .

_‘!. .3

l c!;

?vr——--——+<v.vo> ‘,VGV

§ ;;adalah fung51ona1. ' ‘ R

;':jAmbil.v

% iévlr—it——+f (vl)
':V F—éﬁ—w>f (v )

x € [R sebarang

< 1*"2"’a> S
<vl,v°> <v2"f >

f(V)o:’E”

(va) .

k.t (' vy ) |

vi-————><v0,v> bukan fungsional A .

o Hr>m T

ﬂr>> untuk setl~

v ev
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Tegrema 5,,] :
Jlkd v ruanuf" vektor atas X Yans berdlm_ 4 denggn ;; =

berh;nmlfa. aka Ukel ber‘dtmensi n . - ‘ T
Jndi dim ( v ) = dim ( Vx) . |
Buktd : |
JLmszl ‘ivl,va, soss ,vn} adalah bas:l.s dard V

Dldefinlsikan suatu fung31onal pada V yaitu f:

<v1,vJ > = df._{ , Jika i = ,j.,,izl,.'..,n.
| 0, jikal:}:j,ij=l,..,,n

,Akan dibuktikan bahwa ‘L"l’ VE' ““’v;} fadalah:blaSiEji .

ari V* : _ ‘
\

Ambil l.P seBarang dalam V* dan cg = < q?,vi> ’ci e K.

D:LIEJe_ntu_k w =‘ clv1+ Ca ;-p veee + "nv; ’: maka

< clvl +,.... + c Vn; vi>
ey 3‘,\rl> RET <c Vn’ v1>
“ KIS e e -

Secara Bama,‘ < w V2> = 02' sveey '<W > =, c ¢
Padahal ¢y = <q9 i> 3 _ _‘,.1. .

* ; L
berarti qo -\ lvi + oooneono + cn Vn ‘. ’ '

|

<W!V1>

S | E—

]

Sehn.ngga @ dapat d:-.nyatakan sebag.ai kqmbinasi linier cla

{vl', ira > reees iy }
X

Jad:i. iv ‘..... ’ Vn j— adalah generator dar:i. V

|

w
Sekarang akan dlbuktlkan bahWa 6 vl, v2, sera YV ;}
bebas 1inier. . ‘

Mlsal Xl 1 X5V 2 resues + Xnv = 0, dengan X, e K
Maka <xl 1+x2 2 cois + xnvn, v > = <O vl>
: 1 < 1,Vl> +f--.. + Epow <vnlvl>




SéCéra Sama,,xg :IO ) Xj == '0, sesasessy x = 0 ?

*

Jédi-ﬁ:v » Vo 4 serieee vn}bebas 'I.:Lnier. __

Karena E vl,'vz, ...;.,v } ganerator yang bebas’ linierﬁ

mdka E vl; v ‘.,;.;.;v; }- adalah basis‘dari V danfq;

sebut gaggg_ggg_ dari 6 vl " va ,‘...... ? vn }
Jadi terbukti bahwa dim (V) =dim ( V* ) =n .
D;flnis; §J1 : | j
tiisal S sdalah subbot dar.l. v, dan ev. j
@ sdalen o |
<Lp v> = o, untuk setiap v € S .
Untuk selanautnya dltulls P Ls .
Sekarang perhatikan S i p € v l (p.Ls }'..

) pada 3, jlka

*

apat dlbuktikan bahwa S J' adalah ruang bagian dari V
Buktl : A |

Amb:l.l (.Pl, (‘PZ sebarang dqlam s+

dan kl,%ka € K seﬁa? 

rﬂng, makal,

<k1w1 *ky (P v > - v D> +<k2_(p2,v"%
- = I o {Prav > # by <(Pa"'>

iy o0+ k540 = O, untuk aetiap~

i

:v € S

qi g | Cel
O%h;ngga kliqjl e ka;qga Ei S .

Jédi SJ'adalah ruang baglan dari v | ‘
Perhatlkan bthd sethp elemen dalmm S - adalah tega&_;

lurus padawruang bablan darl ' yang dibangun oleh S,

Jfké:W uang bagian dari V dan W }
leev |etwt,




X

malka dim (V) = dim (W ).+ dim (W =)
Bukti : _ ‘ :
Miéal- q WysWoy eeees g W ‘} adalah ba51s dar1 W, maka:

w. sedemikian se.

ddpat ditemukan Wr + 1, wr + P aceed » Wy CoP=

hlngga, ll-, Wi Wap 0;-*.” s Wpe Vo 410 '“'} s Wy } ada-

_ 1ah basis Hari_v.

uls dual darl V . ? . .
" 3 i P
Akan dlbUktik&n bahwa i Wi g 1 9 sese s W; }-adalah;bg.

s;s dari Wﬁl

; * SRR .
Kprena i Wp 4 1 1 cnsees Wy }' bebas linier, maka cukup
dlbuktikan 6 Wo 4 g 9 eesen s wh:}adalah generator da-

ri W"L

Ambil p sebarang dalam W 4+ , Maka terdapatlah skal@ré

skalar Cis enee cr’fcr +1, *reeer Oy G:SK sedemikian-

sehingga _ i
( SR ¥ | L LI
p = oqu 1‘* R A LR R TIT °nwn";

Karena CP e W"L ,maka <(_P,Wi> 0, 1_12,...,1‘,

Sehlngga, o
o * PR
< clwl sesa ‘+_ Crwl?"' 1Cr+1 _WI‘-!'l + svee +C Wn,W1> :O,

< 1:iW1>+ + cl}<w;.,w]'>+l +cﬁn:ﬁ> HO.

| , . i
L ] A ]
Jddl - Cp ‘ r+1 r+1 .0."0....+c n[
.1‘.
Borartl W termuat ddlﬂm ruang yang dlbangun oleh

. ‘*... .
6' Wr+1 ,\oooa ,Wn}.



S?ﬁaliknyaijika r o+ 1 -: 2, ﬁakafx-ff 

% <: j’ W :} i = 1,2?..;;_?: ié.

Sehlngga w‘.j 6 W :
Bgrarti W‘L“ memuatfr@ang_yang dibangun ol@h\

- * 9 -
iwr_'_l, tevee 9 wn:} | o -L

. din (V) -dlm(W) +dim(W'L)

f Darl‘uraian ( buktL ) dl atas jelas terdapat hu-

bungan antara produk skalar pada ruang vektor, dan ruang

Dual Hubungan ini ddﬂn dlCﬂrl scbagai berikut : é
imbil v ruang Euclid, |
5elan3utnya dlbentuk vuﬂtu relasi ﬂv yaitu 3 |

% chkumﬁL W)=<mw>€R,.

untuk obqunp wﬂgﬁ V_.

Vo= tertentu ( berlaku untuk semua v dalam Ve g
.'Jp'at djbuktilmn bahwa. L = pemetasn linier dari V ke IR;,
jadi L € ‘v ) ‘ ;

Huk1L : }

éknn deuktikan huhwu : Lv merupalan statu pemetaan,

Ly ER R
I-];Lr;._q]_- wl'—*f_}Lv ( "'f’l)s --_-. <v,wl>

L‘ﬁ o
EF—__’L - w2¥ <:v w?:>
maka < v w3_> <v w2>
wehlngga Ly ( Wy ) = x (*wa Yo |
Jddl Wy = w2 =l ( w1 ) Ly Cws ) w

Jﬁdl L 1dalah suatu pemetaﬁn,
1 S

-

Seﬁanqutnya glka W = Wa




Se‘ﬁkéi‘ang ambil *’1 dain | W, sebarang dalam V dan k& IR _‘59..:‘

barang sedemiklan sehlngga, , i

e <v.w1>
L

”"_“’2 s L, () <v w2> :
w1+Wak~—li——-—> Ly (""il*é‘-"ag) = v ""1‘*“’2 > < v’w1>

<‘””2>

L(w)+L (w)

\'i

I

It

sehinggal, (wytwy) =L, () + L, Cwyd )
e Lv: (?kwl)"z <v, >

K. v wl:>- __k Lv (Wl)

Sehingga [ ¢ lewy ) = ls.l-_ € wy ) o
! v = v |

L

H

Ja}di _ Lv
Untuk selanautnyd funfblonal Lv disajikan‘dengan notg

m'L <<““>ﬂ: : _§

TeOrema 3.31 - | S ' |

pemetaan llnler dari V ke “{ ’ atéu
| - ]

v funﬁsiona] | - | | o

Maké pemetaan O: v ?65 v ——l, < % adélahi

suétu;isomoffisma.
|

Bukt; : 3

Alsan dlbuktlkan (p = linier .

ﬂmbll Vs ;2 sebarané dalam V dan k dalem R sebaraﬁﬁf

sedemlklan sehlngbd,




Selangitnya, Ly Ly ) = v >

o
\/

/\
N
N

1
o
I~
=
S
+
-t
L
=
M

I
Py
[
+
Loy

L } o ap W GEEV.
uehingga Lvl N Vg %Fv1 4+ Lva J | | l ‘
, (.P(v +v (P(v)+ P, ) i
LM (w) <m_r1,;w > sk {yp D> =kl (w>|

(KL, ) (w), untuk setiap w € V . _
R ! 3 : !

]

? Sehingga L | zjk§L7 | ' } .‘é“
T kvl Ty : . ‘

<P<kv>_k cpcv). o

Jadd (P liniox.;
Sekarang ambil v 6 Ker ( CP )s maka CP(V)

i,

berartl } v ¢ W ) O, untuk setlap W C_ V.
< v w> = 0, untuk seta.ap W E'::_ V.,

@
- Karena V definit pOSl"L:Lp maka v = O_, sehingga ,
Ker ( CP ) = 6_ j’
é Jadl QDiz pemetaﬁn linier yang injektif,
Im ( CP ) merupdkan ruang baglan dari V*:

Karena CP ingektif maka dim l: Im ( (P )] dim é(V) -




| Padahai dim { V)

} _ . E dim (V).

| Sehingga Im ( QD )
- Jadi (p =

isomoffisma.

Aklbat Fe.l 3
: ;g 1V rugng Buclld Vang berdlme

V' berarti <0

2?

surjektif,

nsi hlnﬁPa -

Efew—--_-—-_ﬂélvegv) - L

Karena { =

jBuktl

isomoffisma dari V ke

ti sama dengan Lys Jadi £ = L,

<>

V* , maka f € V* pas

Lry= >

% Sekarang ambll V ruang Hermit yang berdlmensi -
| 'hlngga, leentuk suatu pemetaan Lw yaitu : “?
. Lw.vé Vl'*_-—i>l-(v) v,w>€ c,
untukésetiap veE Vv, _ |
. ‘rferfér;;t-u {_berloku untuk goyue w € v !
Maka Lwi = pemetaarél linie:r" dari. Vize C; ;iadi L, € V* .
?Biasanma fungsiOnélfLw disajikan iengannotasi:E .
| Ly = <;-.'w > - ‘
%-.Selanjutnya dibentuk pula suatu pemetaan
§(PWCVI-—-—--—>L EV;. ‘ 5
'M'aka (p = tidak ‘1:L§n.l.er, sebab L = ng, o(G.C .
T .. e a% . ! H

.m.

Jadi (p‘ w €V l---é—:--—-i Ly € lgorespo;hdena:i'i - 1 :

1
) T - -

ddm v ), akibatnya dim [: Im(CP)]
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1@ R
T
=

H\J

i1

|

=

= |
N

L

H|

[

bt

(v) (v)
| 2

<v w1> = <v;w2>
<"5"“’_1> - <~"’“’a> |

| <q’w - >'= 0, untuk setiap v € V

Jlka CP _(wl) = L'P'(vf )'; maka L

ey
o .

Karena v def:l.nlt poaitlp, maka Wy-w,= 0, berartl Wy ..wz. .

Jad:. jika (P Cwyd = (P (w ), maka Wl.—.wa, sehingga
| | '(‘p :Lnjektif. .
gckarang akan dibuktikan (_p = surjektif

U

- %

= I.lwl:: <-—-,W1>
=ty N

P
o . s
W, b P ol ='\0* W
o

&
v
~
;3:
1
"~$
%

. \
| i ! : i 2
“ ‘ | ! : I
‘ ‘ ) i
. 1 roa
i '
' 1 v !
. | ‘

\
| |
Ak,.-an dibuktikan bahwa Im 16 CP ) itu ruang bagian dari
V*;.' y ; ‘ ' " | |

finbil dua qlemen sebenf'ang dalam Im ( (P } niisal w;' dané WZ,

L .
maka w.

{\}ﬁ*
AN
&8

R *
it
VAN
N
=
oy A
7\
1
=
:

-y Wy =Wy >



| ob—xb Wy -§w2 € Vv dan (’p = injektif . -

V terhadap addlu¢_ : ‘ : :

Ambll c C,‘C, v & Im ( CP ), maka W. = I.."jv .
e |

cV = C’LWF .. ,w > < —-,cw> Lé'we In ( (P | ),'.;
u(‘ll‘]ll{"{') cw*E Im (P ) .

Jdd.l Inm ( (p ) ru; mg quan dari V p 3 : _
.-Jcnn.dibuhhkan balwa: dlm' L Im { (P ) ] = dim ( Vi ) .

M:i_“zl i xl,xP, resene s X }-bclSlS darl v, ankan d1+1.r:3uk-

I{Fln bahWH QCP(XI), Lp(xa)’ tevaae 3 (.P(X ) } basis dd"' ‘ :

i In (@),

!\mbil sebarang y € :rm ( CP )y maka ¥ = P (x) untuk sua-

tux€ V. -

p.d z°<lx1 + 0<2}{,)+ SR AR ERN + 0<an ¢

LP(K) = _CP( Dil 1+Oﬁ?x2+ ese e .,0( xn )

= “1* o<,,x2 Foeeesnene Ky

= < —,oil-xlé E.u....-:+o<.nxn > B

= < °<J J>"' _ < w2 ?ann>
= ._ ,x1> Geees + o&n_. <-,xn>ﬁ
T s &y N
= L- (_p(x 1- . + &_nfp( X, ) #

Jau:L y = CP‘(K) _==' CP(X ) I +0—(.ncp(xn) .

rmml komblnnsi linier, uebrr_r- g,
N \ ;

|

Ay
\
\




]
o

ﬁiCP( xl) * F.B (p(xg) "'f--..; + Fn (_P (x ) I
(-P(le +CP(I»32x -+'“““+(‘P(ann) :

Lp((z,lxl + F’az-'-“-“"-"“-*ﬂ'n’%) =

( Esr-.ab_ab {p = homomorfisma grup terhadap add:l.fsi, ) e

l

o

H .
=iy .

Kairen_a Q - homomorfisrria'-r?rup yang injektif, maka '
"fjl IRd S Pn . = 0 .
Maka B = Bs = =pn = 0 .
Jddi .,Pl =, '62 = .l.«i..:‘....... ::(Sn‘ = 0 .

Ja\fdig 6 (P;(X )y (_P(xal, ceeeny (PUx) _} adalahr
bagsisf dari Im ( CP ) ‘

Kaérena banyaknya n, akq dim. (V) = d [ Im ( CP)]

H

pafdah_al dim ( V) d]_m (V*), aklbatnya dinm [Im (CP) ]

dlm ( yx ).

i

Kaiéné']‘.m (‘Cp ) ruang bagian dari V* dan merﬁnpunyai'di.mfen_-j-‘
s:L ydng sama ‘dengan V*‘ ’ maka In ( @ ) = Vf A
Karena In (p )=V dan (= injektif, maka (p = surjok .

t:Lff.: Jadl (P = bijoktif.

Algl,bat S 3

eral Vryﬁang Hermit ynng; berdmgnﬁi_hingg;_ Cl
fEV==$( EU,WEV). £ =1 ;<-§-,w>-,'l

W

;
Kafvena g w"_'“"""L k0I‘e’spondens:L 1l - l, maka f E—Vt

par::tl sama dengan I, vt Jadl f o= Lw = < -,w§'>





