BAB IT

PASANGAN GARIS BERTRAND

Definisi garis Berirand yaitu sepasang garis leng.

kung C dan C, dimana normal utama dari
kung tersebut adalah bersamaan, dengan

utema dari garis leéngkung C dan garis

diambil searah, ini berarti bahwa N

kedua garis leng -
demikian  normal
I engkung 01 dapaf

= n1

Y

O

Persamaan garis Bertrand dapat dituliskan sebagai berikut
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Dari persamaan diatas dapat diperlihatkan bahwa, jarak

antara titikmtitik;yang berkorespondensi pada dua garis

lengkung tersebut adalah konstan.

Kalau persémaan (1.1) didiferensialkan terhadap s

kemudian dengan menggunakan rumus Serret dan Frenet, maka

3&1' =X 4+ A'H + AT

— ds1 — _

T Aa'h o+ Al
ds

= (1= Ak) T+ A
Oleh karena garis singgung %1 tegak 1t

utama disuatu titik péda garis lengkur
1

—
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oy +

-5 - kX t )

"R+ AT D L. (1.2)
irus pada normal

1, tersebut , maka

4+ AT. T . b



sehingga didapat X =
buktilah bahwa jarak

lah konstan.

Selanjutnye kita buktikan hahw

garis~garis singgung

lengkung tersebut adalah konstan.

!

by e T 0= CDS

Jika didiferensialkan terhadap s, maka

[P T, .t
~ . ds1
k1 n1 . T + k
ds

Oleh karena normal-tama tegak lurus p

aris singeung dari kedua garis lengku
Lo} . L 0

berarti bahwa ﬁ1. T

-
-

kian kita dapatkan

- Sin ¢ . é’

peroleh ¢ = konstan, akibatnya Cos # = 0 ,
jadi dapat disimpuikan bahwa garis sin
pada dua garis lengkung diatas membuat

tivik-titik yang berkorespondensi, mig

(0leh ksrensa normal:ut

bersamaan, maka binormal-binormal dari

ST
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0 atau 2 = konstan , maka ter -

antara titik-titik yang sesual ada-

a2 sudut anlara

vang berkorespondensi pada dua garis

 ( Konstan ) bevessecesees(1.7)

.
*

akan diperoleh

- 3in @ . #°
J v @ veeeen(1.4)

ada garis singgung

ng tersebut,  ini

O danmn . %1 0 , dengan demi-

O atau ¢ ' = kita

N {

0, sehingga
t,.%T = konst.
cgung garis singgung
sudut konstan pada
alkan

ama dari dua garis lenpkung adalah

dua garis lengkung

tergsebut membuat sudut yang sama pula yaitu o¢ , jadi
sudut ® diukur dari_fa1 ke b dan dari %1 ke © .
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Dari perhitungan diatas A’ G, maka
menjadi :
d
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Kalau kedua ruas dari persamaan (1.5)

skalar b1 dan dengan memperhatikan dia
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(1.2}

persamaan

(1 ~Ak )T + ATD vevennnd1.5)

kita kalikan dengan

gram diatas didapat

b, . ¥ 1 = (1 -2k) D, . F + ATE . B
ds
0 = (1 - Ak) Sin X + AT los &
- = (Ak - 1) Sin X (_/\k--U tgec. (1.6)
EY Gos % A : |

Jadi dapat disimpulkan'bahwa sumbu-sun
lengkung C dan untgk garis 1eng;kung.C_i
antara kelengkungaﬁ dan torsi.

Kita perhatikan diagram diatas

nyatakan bahwa

Sy

'—bSinoC LI

Coé Lo

Dengan menyamakan persamaan (1.5) deng

-
-

dapat hubungan bahﬁa

. h
Gos = = (1= ak) %
; ' ds,
: >
Sin. ¢ = - Az ds
' ds,

Oleh karena relasi. antara garis lengku

kung C, merupakan relasi timbal balik

% membuat sudutb ('} &) terhadap ?} , O

pondensi dengan persamaan (1.8) maka d

Cos ( - ¢ ) = Qos & = (1 + A

bu untuk garis

terdapat hubungan

s maka dapat. kita

oo--ac--u‘oco(1.7) h

an (1.7) maka di-

..u........(1.8).

ng C.dan garis leng
{ reciprocal ) maka
ai jarak ( ~A) dan
leh karena berkoreg
idapat :. |

ds1

K., )
1 da

."(1.9)

i oA N L i e = X >

dsi
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Dengan perkelian yang sesual dari (1.6

diperoleh relasi sebagai berikut :

21

) dan (1.9) , meks

> ’ : ds ds1
Jos”™ m w (1 - AK)(1 + /\k,l) _
‘ ' ds1 ds
= (1 - Ax)(1 + )\k1) ....... veeea{1.10)
Demikian pula uniuk
5 j = ds ds,
5in“ e = ( = ATH( - ATy) — e
ds1 ds
= Az tt\ -o---o»onooouo-oo'aoca(:1o_11)

Sehingga dapat disimpulkan bahwa :

1. Jika P dan P, adalah titik-tid

densi padaisepasang garis Bert

lah pusat—ﬁusat kelengkungan,

dalam ruang ( ?OP1O1 } adalah

Teorema ini dinyatakan oleh #a

Cosgo(=§(1_-z\k_)(‘l+)..
diﬁamakan ﬁalii Mannhein .

Dua kurva atau sepasang garis

ik yang berkorespon
rand dan O , 01 ada

maka perpotongaﬁ

konstan.
nnhein , sehingga

k, )

bertrand tersebut

mempunyai torsi-torsi yang ber

tanda sama dan per-

kalian toréi-torsi.tersebut a%alah konstan. -

Teorema ini dinyatakan oleh S

'

sin? ok
A2

[T dinama

.

e

éhell, dengan demikian

an dalil Schell

AND

IT1.2 KEJADIAN KHUSﬁS DARI GARIS BERTR
: - g

1. Kita perhatikan persamaan (1.6), maka dengan meng

ambil = ;ﬂ o, ¢ 0 dan \g;é

kung yang ‘bersamaan dinamakan

Bertrand

L garis leng-
pasangan garis-




Jika €= 0:, setiap kurva memp
pentuk Bertrand, disini o< = O

X
R

Jika =4 0, o= 7 maka Kitb
dengan kelengkungan konstan. T
dan kurva C1 merupakan tempat
pusat kelengkungan dari kurva
Jika kelengkungan k = konstan
pada lingkaran helix, maka mem
Bertrand dalam Jjumlah yang tak
semua merubakan bentuk lingkan
Jika sebuah kurva C dengan kel
dan sebuah kurva C déngan tors
mudian befkorespondensi satu-s
singgung garis singgung dititi
berkorespondensi adalah sejaja

kedudukkan titik P dan P, deng
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unyad tak berhingge
a mempunyai kurva
iap~tliap kurva G
kedudukkan pusat -
yang lain.

dan torsi z= konstan
bentuk pasangan
- terbatas, dimana
an helix N
engkungan konsgtan
i konstan, yang ké
atu, maka garis
k P dan P1 yang

T, kemudian tempat

an jarak yang konsg

tan dinamakan garis Berirand.

CONTOH PASANGAN GARLS BERTRAND

Perlihatkan bahwa duz involuta pada satu bidang

kurva membentuk pasangan garis Fertrand.
. !L- X
Penyelesaian : '—i::::=-_ -
L | -
e s
ey
. A
+
fc
\c

Jika C, dan G, adalah [nvoluta-involuta dari bidang kurva

¢ dititik yang berkorespondensi sepanjang garis singgung

L dari C . Garis singgung garis singggng di C, dan 62 ada

1lah tegak lurus L , 0Oleh karena normal utama dari C1 . 02



BAB ITI

PASANGAN GARIS SEKAWAI

I1I.1 PENGERTIAN JURUSAN SEKAWAN

Ambil titik P dan & sebagai titik-titik yang ber-

|

dekatan pada permukaan, sedang PR merupakan garis potong
. ; _

dari bidang-bidang singgung yang melalﬁi titik P dan Q .

_ { :
Apabila titik Q mendekati titik P, maka dalam kedudukkan

limit, arah PQ danéﬁﬁ‘dinamakan jurusai

1 sekawan dititik P,

Secara analitik bahwa dua Jurusan akan sekawan ,

f

apabila diambil R éebagai normal satua? dititik P dan para

t

meternya u dan v, sedangkan B + dfi merupakaen normal satuan

dititik Q, dengan parameter u + du dan
tor singgung 5Q = d % = iﬁ du + i;_dv

Jika R dengan parameter u+ u

v + dv , maka vek-
llD‘thl..l..‘t(1l1)

dan v + v mendew-

kati ? dan searah dengan garis potong bidang-bidang yang '

menyinggung dititik P dan Q , maka vektor PR yang dinotasi

kan gi » maka ﬁi_:: é'-i = ‘.iugu + Xv S v -o-o-uooo(102)

Oleh karena FR sejajar dengan bidang-bidang sing-

gung yang melalui P dan Q, maka X% tegak lurus pada T dan

% + dii, sehingga PQ dan PR merupakan jurusan sekawan di P,

-

Oleh kerena S X L A 'L |
- - maka o X|

L anm




Oieh karema & X A df , waks berarti

Fadahal kita tahu bhanwa :

& R = Ky &u + AV &V

dn = n, ou -k nv dy
Maka didanat bahwa :

; + £ . n

( X, su .Kv SV ) ( n, du
atau
L. ju + X . n + X .1
Ku .nu.Su du Xu nvASu dv v nu

* 4 0 F ape e ée st

0Oleh karena normal permukaan tegak lux

ey

dan vektor Kv

, maka bevlaku 1 . £, =

kalsw didiferensialkan techadan u dan

R S ey WL o= - R

Dy uu A .

'I-] Y -{ + E " .:7 = O —_— ﬁ . Z = - iri
vy uv = Uy &y

WA+ N.i =0 = W, L = -1
nsdy Foned o = W,. &
ALK, + MeA o = 0 ==y A, A_= = 0
D GHEE S (P S | = Nye A
Kalen disubstitusikan pade persamasn (

—LEU dgu - M Su dv - M Svdu - i &

hahwa

+ d, dv )

EV'Qu +Kv.nvgvdv= 0

SH . dn =0

t
O

o-ooa-cocn.l“("l"‘g)

us nada vektor X

Lt

n . A= O

v omaka divperoleh

1.%) didapatlah :

v dv

Lsude + K Sudv+ Fvdu )+ W v dv

- ) av v .odv Sv
L+ M ( -a-{-i- + -——--g T ) + M a-:-ﬁ —-—-Eu
atau

" Fu du y E & g du

L o *H ( Fv T ov )

Persamaan {1.4) merupakan syaxr
bahwa jurusan & v/ & u sekawan dengan
jadi persamaan (1.4) merupakan syarat

sekawan disuatu titik pada permukaan .

Pandans dua arah pada permukaan yaug bpersamaannys

r
!
I I

W= 0

= 0

= [}

-caa--O(‘}.‘q')

R A A N

at perlu dan cukup

Jurusan

dv/du

adanya dua jucusan

2



ataﬁ dapat dituliskan sebagai berikut :
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‘ 2
‘ dv dv S
P +2Q — 4- R ——2- = 0 .u.oo'oﬁo(-l-ob)
du - du

Oleh karena persamaan (1.5) merupakan bentuk kwadrat %%

( %% PR SZ )y

maka

R
£
R

T T e

d d
(& - C-m

2 Q

Maka syarat perlu dan cukup bahwa dua jurusan pada permuu'

kaan adalah sekawan apabila dipenuhi

LR - 2MNQ + NP = 0

Jika garis-garls kelengkunzan %ebaga1 garis para-~

meter, maka jurusan garis parameter akan sékawan apabila

dipenuhi syarat perlu dan cukup yaitu

garis kelengkungan padg permukaan memer

dan F = 0 ini berarti bahwa jurusannys

III.2 SISTEM KURVA SEKAWAN

Jika diberikan famili kurva #

. Jurusan %?% untuk suatu kurva dibebe
. ' Su
oleh : BuSu + P, Fv = 0=—3 ---»g

maka Jjurusan sekawan %% dalam syarat

p - g -
L{ - - du + M= v, du )+
¢u dv : Qu dv
) du | #
(1 L wp) — +(M =L =N
¢u. dv . ﬁu

(L ﬁv - N ¢u ) dug + (M ﬁv - N ¢u )

]Q

M = 0, sedangkan
whi syarat M = o

sekawan ortogonal,

( uy,v ) = konstan.

apa titik diberikan

¢V
by

(1.47) , menjadi :

d'V’ = 0 cnuc(2¢1)

Persamaan (2.1) dinamakan pers?maan diferensial



kurva 4 ( u,v ) = konstan. Uenzan dem
ngan kurva $ ( u,v ) = konstan dikatak
sekawan., Jadi perpotongan dari dua kur
_pada tiap famili 3urusannya adalah sek

- Untuk dua famili kurva dinamai
sekawan, apabila garis singgung pada +
kunrva disemua titik potong mempunyal a
diberikan dua famili
,'-P(U.,V

gyarat bahwa keduanya

Misalkan

Qj(unv)

danat ditcuntukan

= kKonstan

Jurusan dari dua kurva yanz melalui su
adalah :
g Su + @ Sv=0 == LS
u . ' ) by
P dn + Y dv = O s=—=y =
v v dv

Akibatnya jurusan dgri dua kurva akan s

L v du oy (2. du ) + N
Sv  dv Ev dv
¢ Py . ¢
p(e oy o Ty Ll Do
2 ¥y by

Lg, P, -H A P, BP0+ N 4
Persamaan (2.,2) merupakan syarat perlu
famili kurva membentuk sistem kurve se

Secara khusus jika garis-garis

v = konstan dan u konstan merupakan

apabila dipenuhi N = 0 , dengan demik
gyarat perlu dan cukup bahwa garis-gar

bentuk sistem kurve sekawan., -
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ikian kurva ini de-
an membentuk sistem
va disatu titik
awan ,
an membentuk sistem
iap-tiap famili
rah-arah sekawan

L]

kurva sebagal beri-.

)

membentulk sekawan.

konstan. maksas

N

atu titik (( u , v
TR
v ¢u
LR &

Wy

ekawan, apabila

Yu
Y= O ...(2.2)

dan cukup bahwa dus
kawan,

parameter dengan
suatu sistem sekawan
ian M = 0 merupakan

is parameter mem -




garig parameter, maka F -0 dan W
demikian dapat dikatakan bahwa garis-g
membentuk sistem kurvafsekawén yang or

Sebaliknya jika suatu sistem d
yang ada dan diambil sebagal garis-gar
M = O dengan demikian dapat

P = 0 dan

garis-garis parameter adalah garis-gar

=0

togonal,

is paramet

terlihat

Garis-garis keiengkungan yang diambil
garis-garis parameter dan jurusan du/dv dan Fu/
adalah inklinasi uhtuk kurva v = konstan ( dv =
e ; o' adalan sudut vang dibuat oleh sepasang
sekawan dengan garis singgung kurva, maka

sin 0 = V@ =

Cos © =4ﬁ§ %%
maka tg © ==V?§ av “atau g& e e 8

E du du ¢/T

|

[

Begitu pula sekawsnnya , maka didapatﬂah

:

tg 0! = & 2¥ -atau éj_f = M..(Z.B")
E &u du NG/E
Jika persamaan (2.3) dan (2.3') disubstitusikan pada per-
samaan (1,4) dan dengan mengingat bahwa M= 0 , maka di-.
dapat Syarat dua arah sekawan sebagal berikut :
: 45 @ tg Q!
L + wW( . BJy( EB2=) = 0
' {G/E Na/E
LG + NEtg®© tg® = 0, ini berarti bahwa
S : Kk o
_ L G a '
tg & tg B' = - —— = e —
i . . k oucoo'ona(204)

b

=
=

P B B S P N I P e

[ath 4]

aris keleng
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s dengan

gkungan

ari kurva-kurva

er, maka -

bahwa

ig kelengkungan .

sebagai
Sv
0 ):dan ’

Jjurusan





