. BAB II

SCROLL/SKEW SURFACE

II - 1. GENERATOR ; DIRECTRIX.

Garis lurus yangjmembentuk suatu luasan atur di-

sebut "garis pelukis" atau "generator".

Sedangken garis lengkung yang dipotong oleh semua gene-.

rator pada lussan atur disebut "directrix".

Pandang sﬁatuﬁtitik 4 pada directrix; vekbor le-

tak T dari titik A ini merupakan fungsi panjang busur

8 dari kurva ini yang diukur dari suatu titik tetap mi-
salnya titik T pada kurva. |

Gb. 1.

Jika I sdalah vektor sabuan Yang menyabtakan arah &ari -
generstor yang melalul 5itik A, maks letak suatu tibik

P pada permukaan ditentukan oleh :

szfo+uI ..".l..'IlI...O..."Q....(l.l)

dimans u adalah jarak AP dalam &rah TI.
© adalah sudut dlantara generator yang melalui-
titik A dan geris singgung kurva di A pada kur

V&.




T adalah garis singgung satuan pada directrix.

Sebagal parameter adalah u,s. Garis parameter s = kon -

stan adalah generator.\ﬁa&a :
I.%= IIIlEl c@s @ = COS © eorernsnea(le2)
Dari (1.1) didapat : d? = Eo' ds + u‘I' s + T du
G- (EruIas+TIan
Jadl persamaan elcman garis

2

—

aF . aF = 1aF12 = 1+ D' L I' 4+ 20 £.I") ds® + du
+ (2T1.5 +2uI.I') du ds

Jika T'.T' = 22 a0 E.T' = b eevverevnnnrenns(1.3)

maka persamsan elemen goris menjadi :

+ 2 co8 0 du ds + (1L + a“u® + 2bu) s

.....(l 4

14512 = qu

Pandang dua generator berturutan yang melalui titlk—ti~

tik 50 dan EO +‘E'ds pada directrix yang arahnya bertu-

rut-turut adalah vektor satuan I dan T + I' as.

Momen kedua geﬂerabor bcrturutan adalan momen nkalar -

berhadap salah qatu gererator dari vekbtor satuan yang- ;

terletak pada generdtor lain.

Luasan abtur dikatakah putar kanan blla momen ke~
dus generator yﬁng bértﬁrutan adalsh positip. Jike ~mo-
mepnya negebtip maks permuksannya adalah putar kiri.
Bila diembil vektor satuan I + I' ds, momen vektor
I +I' ds terhadap titik ¥ adalsh :

0

(F as) x (T +I' ds).

Dan momen skalar terhadap generator dengan arsh I ada- _

lah 3
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(Fds) x (I +I'ds) . T2 (BxI).Tds + (BxI').T as®

= (5I') . Tas®=[E, 1, 1las®

Karena itu luasan atur dikatakan putar kanan atau_putar

kiri tergantung dari harga triple product :
D = [E "i. ,1’] .-n'--h.--ocuoocuto(lQE)

apakah positip abtan negatip.

Garis tegak lur@s bersama kedua generator'adalah. tegak 
luruas vektor (I + I‘ds)‘dan tegak lurus vektor I.

Karena itu sejajar aengan vektor (I + I'ds) x I , yang;'
berarti juga sejajar dehgan vektor I' x I.
 Jad1 vektor satuan garis tegal lurus kedua generator da"

lam arah I‘ x 1 adalah (x x I).

i
— ]
¥

- Gb. 2

Unbuk mencari Jarak_diaﬁtapa dua generator yang bertu-
rutan, pandanglah dua geherétor berturutan dengan arah
masing-masing I dan I+ 1I'ds serta‘garis-tegak lurus -

I' X 1
a

bersama kedua generator dalam arah



Maka : T ds + (w+u'ds)(I+I'ds) - iig& 4T - ui = 0
l'ﬁz . Elas + ilﬁi‘.(u+u‘ds)(I+I'ds) -
I'x1 TI'xT I'xI -
ral 3 ao u 5+ L 0]
D | ¥ a ' T
5 ds + a (L'x1) 'fi + 5 (i'x1) . 1'ds +
u' Lo P L'l,' 1o -y 2
2 (I'x1) . Tds + 3 (I'xI 7'ds® =« du =

Karena (1'xI) tegak lurus I' dan I , maka persamsan di~-
atas menjadi :

d.O' iz -3‘5.8 lorupco-aot‘q-.vqooo--n--(1’6)

II - 2. LIBE OF STRICTION.

Pandang tiga generator berturuban. FQ adalah ga-
ris tegak lurus bersama pada geherator pertama-dah ke-
dua. RS adalah garis begak lurus bersams pade generator

kedvua dan ketiga. P dan R diSebut titik-titik central.
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Tempab kedudukah‘titikétitik céntral dari semua'genera-
tor disebut "Line of St":r'J‘.c:ﬂ.;j.onf| dari permukaan.

Selanjutnya akan kiba cari Jarak (=) dari direg
trii ke titik central pada generator I.

Untuk ita pertama—bama akan kita perlihatkan bahwa ga-
ris singgung pada Line of Striction tegak lurus I"

‘Vektor PR merupakan penjumlahan dari vekbor BQ dgn vek-

tor QR. Karena vekﬁor'PQ gejajar dengan'I'kIrmakagtegak
lurus I'. Sedangken QR = 7 (I + I'ds)
Hasil keli skalar vektor QR dengan I' adalah :

(T + T'as).I0 = 73,1 + 710.T'ds = 782 ds

Maka dalam kedudukan limit, Jika ketiga generator itu-

menuju untuk berimpit FR akan tegak lurus ir.
jSedangkan arah PR sendlri adalah garis slnggung pada -
Line of Striction. '

Jadi garis slnggung ini tegak lurus 1°'.

Jika « adaleh jarak dari direetrix ke titik central P,,"

maka letak titik P ditentukan oleh :

r = Eo + AT

Garis singgung psda Line of Striction sejajar ¥' yaitu:

F' Fr+ It v T = B4+ X'+ I

Karensa garis singgung pada Line of Striction tegak lu=- -

rus I’ maka T ,l' = 0

Jadi O = E.I' + L I'.T" + 'I.T° = b+ xa®

0«‘ -E: -oI.wn-‘a:oo.‘o.cooootuto-lcoot(gn.l).
a ' :

Persamaan ini‘mehentukaﬁ suatu titik central dari gene~ -

rabon.
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Persamaan parameber Line of Striction adalah :

8.2DQ + b l'“ O »-oot-ooc;cooo-no-uoao(2g2)<

Jelas b = 0 adalah syarat perlu dan culmp babwa Line of
Strlct:.on me nJadi direcbrly.

Yang berarti bahwa I' tegak lurus E.

Sekarang akan diperlihatkan bahwa Line of Stric-
tion zkan memotonggenérator dengan sudut ¥ sedemikian

sehingga ctg ¥ =% {QQS 0 - %E(p'?) }
a

adalah sebagal berikut :

I.7%F = lIHr‘\ c.os'}” — c08 ¥ = I

Hl[r'[

1T x 31 = |T||FY] sin ¥ — sin?ffu.%_f_..}lﬁ.:f’_.‘..
.L 1
by w02 ¥ I.E ITllEd LI E!

sin ¥ |T]IFl [T =7l |Ix 7

ki
B
ot

£ AT+ T
I.F' =T.8+f.I+ 1,1

= ¢08 @ + ol

: s L3
cose * I

|

sl - H ()

[:LX'E + (IxI' + 1Tk

=
L]
s ¥}
fl

il

{(J.xt + AIxT' + A'IxI) .

(IxL + L 1xi' + x'lx’i)}%

| {‘Ix"ﬁ . IxE + okaE’ o 1xi' +




1l
A'TxE o Tel ¢ oL Tkt L IxE 4
APTxE' . IxI' + AA'IxI' . IxT 4
ATxD . IxE o+ Ko'TxD . IxI' 4
<2751 . IxT | ¢
- {Exf»-ixﬁ ¢ 2L TxE . TxI' +
APIxI L Ik} E
> 1|xx'é|2_+ 2« (TxB)xI . I' +
o« 2|1x10 |2 ]
= {lIxETgI{ 24 [(I.I)E - (T.5)I] . I° ;_f
:oizi'fx:'\e }%

sin‘?é; + 24 E.T + c(zag} *

{o10”

;{singé} +_l2;;\b + okza }-’3'
i
I

2 2
A b b= 1%
2 =5 + 2
i a +a}

asin@-.-Ebe-:-’bg}%
‘ 2

1\/ 2.2, .2 D
a--a\/_as:ing--—b = 3
dimene D = |E , I', I
22 = | T E.I' E.I 1 b cosd
I8 T.T II| = |b a2 o
i.E I.I'j 1.1 | cos® O 1

a® singe - b2

#

N Lo Y ) £1 { ...7 d - h ~ 7
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II - 3. PARAMETHZR DISTRIBUSI.

Momen baréama ke&ua'generator yaitu D dse, tidak
tergantung dari kurva yang dipilih sebagal directrix.
Demikian pula halnya dengan aarak diantara dua genera—

tor yang berturutan.
2

Maka pada dua generatof yang berturuﬁah;‘D ds< dan
2 D ds tidak berubah dengan directrixnya.
. ( % D ds )2 D |
Sedangkan - = tidak tergantung dari ds
2 ;z ‘ : :

D ds™
Jadi hanysa tergantungléari generator I.
Inilah yang disébut parameter distribusi bnbuk suatu ge

nerator dan dinyatskan dalam' :
ﬂz ‘P‘E -a-o‘o.-'oouc;onooc.oocltoiu---o-(B.nl)
& . : ‘ ‘ '

Parameter distribusl ini mempunyal banda sema dengan D.

IT - 4. BESARAN FUEDAMENTAL.

Letak smatu titlk pada luasan abtur dltentukan O
leh : ¥ = ¥, + 03, dinasa F, dea I adalah fungsl da
‘Tri parameber & sajea.

Maka : T = I .

a
P =% +ul
8
g < Q
<~‘ " '
T = I
-f' =E'i+u‘i"j

s3
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co8 @

#

'(E:+ nui) . (E+ualy)

-~ -
G = rg o T

1+20 €I +u? I0.T0

1+ 2bu:+ a2u2

it

Jedi persamaan elemen garis pada sub bab II - 1 juga di

dapat dari :

E u® + 2F du ds + G ds?

FHE

H2 = WG -‘Fgra a2u2 + 2bu + 1‘- c0529

= a2u2_+ 2bu + sin20

H = (a%0® + 2bu + sin0)?  LL.i(s1)

Nofmal satuan pada perﬁukaan :

P xT
B Bp 2 o2 Tx(F+ul)  .eeee.(4.2)

Pernyataan untuk vekbor normal ini menhunjukken babwa bi

la titik singgungnja bergerak sepanjang suatu generator

maka bidang singgungnya berubahn

L =n . ruu = 0
TR R NP ' >
M=175. Tus = & 1x(t + u‘l') . 1
=& (IxF . I' + o Ix¥I*, I') S

ot | o s T

N=8.F,=gIx(E+al). (E +uil"

88

H
b o

[T, 5 +ul, & +uilr -

du2 + 2cos @ du d8 + (1 + 2bu + agug) dse'
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EN - 2FM + GL

Kelengkungan pgrtamanya I =

T X . | - 2D cos &
% Li , E:+ u:l'i, '+ 1“] - S

]
2
H

J = i? { [E‘, T+ui, " +u IﬁJ - 2D cos_@i
- ‘ ru .

...ﬁ......(#’.#‘)

| 2 2
Kelengkungan Gauss : K = LN ; M. 21 vees(#.5)
. ' H

Karena padé pefmukaan riil EG - Fg:’o , maka'kelengkung
an Gauss unbuk luasan atur yang btak dapat dihamparkan{‘
ﬁdalah negatip, kecuali sepanjang generator dimana D 88
ma dengan nolu:Sehinggé pada luasan atur riil, +tidsk -
ada titik-titik elliptik. Semus tilbtiknya sdalah titik -
hyperbolik kecuali sepanjang generator dimana D sama de
ngan nol. ‘ | |

Suatu titik disebut bitik  ellipbik jika LN - M2 >0 dan

Jlka IN - M2<(O maka dlsebmb titik hyperbollk.

II - 5. BENTUK KHUSUS EERSAMAAN ELEMEN GARIS.

Sekarang jikd sebagai directrix diambil trayekto-
ri orthogonal dari:generatpr, maks kita dapatkan persa-

fgan elemen garis dalam bentuk khusus sebagai berikut :

- Z K= = D
dalam hal igi‘g =5 = -5

p= [§,1, 1]
T.F EI' E.I
° = |I'.E I3 1In.1
1.F 11" I.I




D° = cos © (- 8% cos e) + a® - b°
= ~ a2 cos?0 + 8% - b2
= a2 s‘in29 - b2

Jadi untuk © = & —> D% = o _ b

. 2 2 2 :
D e D™ a~ =-b
5___ — 5 e o B2 D ceese(5.1)
az ‘ ﬁ _aq.‘ a4 :

Jika sebagai pai‘ameter diémbil :

g
'u:—’tl,slﬂ“/ fl.dﬂ . oo-.oo'b-«-a---(soe)
(4]

maka persamasn elemen gElriS menjadi :

2

2 4 a2 (L’I.2 -~ 24u + -l?) ds’
1 a

|aF1° = 4o

2., 1 2
= du® + (0 -~ 2«<u + ) ds
: : aZ 1

4

- dau? {(u-—&)a— <2 4

QII—'
e
e
&
-

B

o 2 2
du2+{(u_-d)2+g——i—b—jdslg

LHE

o+

Kelengk Gauss X -§T2 =M mgﬂa
e engrungan anssg : = . = 2w
‘ H H H
2 2.2

H™ = a”u +2:bu+rl'

2 2 2 1 2}
= a no - 240 + AS o+ - oL
{ 5

15
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52 o g2 {(u S )2 4 p2 1

K a - 23 . i (ﬂa = pa)
U R
B2

essnreeses( DLl
[(a =)+ p2]2 )

: - 1.
Menurut (4.3) M = % =g — 3 H= a.{(u "“)2 + /gEj )

E.E=1imaka‘5.’a"=o

o |
ot |
t

1 maka I . I' =0

)
*
cH
it

ces 8, @ = g
maka I . T = O
didifferensialkan ke s didapat

"B+ 1.8 =0, sehingga‘i e 5" = =D

' . I' = a® —» 2I'. I" = 2aa’
I'. It = as’
I . I' - 0 "'""‘"")' ‘I"I' + ic-i." = O

I .- 6P

'

b
'ﬁn.':{f = b' - E,I"
jika E.I" = £ maka §'.I' = b' - £

E.I'=b — EL.I'+ E.I

Menurut (4.3) W =‘% [i , E+ul'y B' + ui{]

Jika persamaan‘ini‘dikalikan.dengan determinan [f;f‘,fj -

dan kemudian hasilnya dibagi dengan D yang sama dengan

aa,ﬁ naka terdapatlah'persgmaan‘untuk N sebagai berikut

N=$%[I,;E+ui'z,’6'+u1’“] t,1, 1)




"sukn I

suku IT

jadi u(2 £b-aa'-bb') =

Dari (5.1)

1. 1l+uB.I’
i 11.1' EI'wl'.1
Ha“/? ‘

1.7 &.T+ul.1®

0 1 + ub
;—E« 0 b+ ua2
Ha“A 7

1 0

1
==~ (b'+ubb '~
Ha</A

L}

E.5'+ub.I"

E'.it4ult. i

E'.I+nl. I

uf
- £ +naa’

—b—ua2

2

ua2 24 (L2 = b) - —-:- gl

/52 . a-b 2*9.4-9( - J_-azo(z
_ a4 ot a2
1-8% 4202 52 - 0 — &2 -

17

£ -ub /4 +uga'+uas ' b-ulb-ula> L )

- l“z_ {ug(agf -aa'b) + u(2.€b—aa’-bb')+}£-b’s
Ha“ A e — e N
I II TII
: ue(a‘e/{7 -aa'b) = u"‘zag(a‘."-%1l b)
: u(2£4b-aa'-bb') = uaz( 24%9 - %— - E%L_)
o a a“
b | 2
S -
e
b' = - azok‘ - 2aa'o
bb' = at L L' + 28°8' K2
2, 28.—82k @' 2,
ua®“( === - = - gt KA
CA a .
—2aa' A2 )
= wae( -2 L K - %—'- - a20<a§'+2&'%o()'

2
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_(KLat'+ BB
(424 4°)

]

didifferensialkan‘ke s;didapat‘z aa'

PP YT

1]
¥

eI (AL B LAY
Jjadi suku ke II menjadi : |
u{2 £ b-as’ -bb’) = na~ {-24(18-— b)

+a2(a<aa'+/5/6')-g2.>u«'j | '

]

uag{-ao((ﬁ - -g-‘-'- b)+a2,8ﬁ' } |

suky IIT ¢ £~ b E-Fa.?'a( 'v2am ' L

)
s f 485 A 12 2y

= (£ - ‘b)-%'-b-!-aao('

.ﬁi@

b) + a'laL + azoa'

o

= (f-

“|

= (e-w) et c B g

 mp,

+au(o«2+/52)j

. = (4-

_mlm

b) + af( &’ /52- X AAY) |

Jadi N = - —& -{ 2(2- “b) + ual[-24(4- Boyealap)
Ha~A | - f

(-2 p) + st A2 < |
Jika £-2 b = ‘a5/5 4, naka persamaan diatas menjadi :

N = —H-i-é-g{ 2, Ea)ﬁd + uad(?aoﬁa?’ﬂd+a AB )

Z . Coh 2 . ]



5 , _
- Bl 2y L m& a L'8 A B!
N = H{ud 2ud d + .y +;—§+ 2 - o J

=-%—-{u2d-2u&d+-—aé-'-+do42 +d,62+-,-°§'—é

<A }

a

-

- %f{d[tu-o«d%"’h Allu= ) + Aot

dimana aksen menhunjukkan differensial terhadap 8y

Dari persamsan ini akaﬁ kita cari kelengkungan rata-ra-

banya J = EN.= 2§g + GL - Eg
5{& [(u aL)2+ /53] + Bilu-k) & A AT
a?{(u- «)2+ /ze}g
7 d[(u °<)2 ﬁéj + B'(u=i) + A A

f(a-2)24 433
toseaes(5.5)

II - 6. BIDANG SINGGUNG.

Telah kitéx ketahu'i bahwa pada skew surfsce, bi - |
dang singgung berubah jika titik singgungﬂya bergerak-~

sopangang generabor.
Sekarang aken diperlihatkan bahwa jiks tibik singgung -

nya bergerak dari satu iz;jung ke ujung lain sepanjang -

suatu generator, bidang singgung itu berputar dengan Bsu

dut 180°.

Untuk itu kita cari inklinasi deri bidang singgung di-

suatu bitik P ke bidang singgung di titik central P, pa
da generator ya.tig sama. ‘Dimana bidang singgung dititik

central pada suatu generator disebut bidang central da—
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Ambil Line of Striction sebagal directrix, maka-

a2u2 + sin2@

]

b = 0. Jadi B® = a°u® + 2bu + sin®0

D= t\/a2 a1n?0 - b2 -

t+

& s3in ©

Jika ¢ sudut perputafan bidang cenbtral ke bidang sing-

gung di suatu titik P pada generabtor yangz sama, naks su

dut @ imi juga sama dengan sudut perputaran dari nor -

ngl satuan di titik central ( = Eo ) ke normal satnan-

di titik P ( = & ).

B° = 8%u® + 3in°0 maka di titik central :
L2 .2 | )
Ho = si; fa) —“ﬁ' .Ho = gin ©

Dan normal sabuan di Gitik central

'-'__.]_.'r __IIE
B =g Ix% =5
Selanjutnya I sin ¢ = EO x R

= %&-g x f‘li Ix(% + ul")

st (IxE) x (IxE + ulxl')

it

- E*—:ﬁm (Ix1') x (IxE)
. - m{(IxI'.E)z - (o1 DF

. [E,I,I']-_{

. H 8in ©
uDh -
“Hsino*
Jadi SinCP *H_-g"i'DE"_g' ==1-§H1—L}' co-u-ccalnoouuo(6_-l)

. Tanda positip atau negatip tergantung permukaannya pu-

tar kanan atau pubar kiri.
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aZuQmH - a-u
H2 2

cos2<P = ] - sinecpgn 1l -

b

cos @ =2 \/Hg—azua.gﬁi-%_ﬁgig_

cenvessna(65.2)

. 2
_ 8in _auw _u.
tg qp b gﬁ '-"""—D —3 —ﬂ ..@l.l..|(6.3)

Persamaasn ini dinyatakan dalaem Theorema Chasles sebagal
"Tangen sudut diantara bidang singgung disuatu ti
tik darl suatu generator pads luasan atur yang bidak da
pat dihamparken dan bidang cehbtralnya sebanding dengan
jarak titik 1ltu ke titik central”.
Jika u berjalan dari -« sampai ke +c¢» dan 4 >0,
' | 14 N
¢ berjalan dari - =~ sampai + 5
Dan jika B <0, @ berjalan dari + Z- sampai ke - ~—

Jadi jika titik singgungnya bergerak dari satu ujung ke

ujung lain darl snatu generator, bidang singgungnysa be;_'

putar 180° dan bidang singsung 4i ujung-ujung generator

tegak lurus bidang central.

Bidang-bidang singgung pada dua titik P yang ja-
raknys u dari directrix dan titik Q yang Jaraknya v da-

rl directrix akan saling: tegak lurus jika uv = = B2

Hal ini dapat dijelaskan dengan persamaan (6.3) secara

demikian :

Jika @ 1 adalah shdut antara bidang central de -
ngan bidang singgung ai rtitik P dan Cpa adalah sudut an
tara bidang central d_engan“ bidaﬁg singgung di titik Qq,

meka berdasarkan persamsan (6.3) u = S tg ¢, dan

v =Jﬁ tg CPg
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uv = /5‘2‘1:3 ¢y 68 Fo

tg CPl - tg P o
1+ g qDltg P

tg(CPl"":q’a)*

o

tg(CPl- @2) tg(@l- @2) tg CP_}_tS CPQ
- t8 0, - t& G,

tg X tg & 5
tg (CP_]_ - &Po)

tg @ tg ‘q;e =

dimana ¢; - ¢, adalah sudut antara bidang singgung dj

titik P dan bidang singgung di titik Q.

Agar supaya bidang singgung di titik P tegak lurus biw- .

dang singgung di titik Q, yaitu bila ¢, - @, = 90°
Sehingga tg @ ;tg o= =1
Jadi av = ﬁa(-—i) = - 2;

Contoh soal

Buktikan bahwa hasi:l kall kelengkungan Gauss -di dua bti-
tik pada generator jang‘ sama adalah :

sinte

i jarak antera kedua btitik itu

]

dimana £
. & = inkl inasi dari bideng-bidang
singgung 4i titik—bi‘l’i_ik itu.

Penyelessaian @

]

U, ﬁ‘bg q’l
u2== ﬂtg (;b:e

L=uy -uy = Bt @, ~ tg ¢,)

. gin &1 si_n @2

' CO8 &, ~ cos G 5

(i}

. F




2%
3 8in &, cos @, - sin @2069‘ Ly
T e T e, |
Ly 2R (Py - ) By 5
c‘os‘co‘lcos Cp2 cps @ jCoS CP2 |
| . 4 : | |
Maka sln4ok = ( cog @\lcos CPE )4
£ ‘ ﬁii_- o

o4y
cos ‘@lcos @2

i
‘ b#‘fﬁm

ﬂéc;g-;f“c-g—)‘*
pr -7 2

- ot
I
5

= K

l.K

2

II - 7. KELENGKUNGAN GEODETIK.

Vektor kelengkungan di suatu titik P dari suatu-
kurva pada permukesn adaleh K = k n = E° :
dengan T adalah garis Si.nggmg satuan di P.

Vektor kelengkungan inl terletak pada bidang melalul p
+ tegak lurus T. Bidang'iini '..juga memuat normal permuksan

yaitu normal satuan B.

Kﬂ ﬁ-—'-——E —————————— K = kn

fa T

=7 ]

o
=]\
®

ot

Gb. 4
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Vektor kelengkungan K depat diuraikan ates komponen nor =

mal yaitu Kn dan kompoﬂen:tangensial pada permukaan ya; 

itu K .
it = |
Dinyatakan dalam persamaan :
KEKH 4 KS 7 . ..n.l‘tilnt‘ll‘.'l'(?.l)

R, disebut vektor kélengkungan pormal dan dapat dinyata

kan dalam normal satuan darl permukaah n sebagal :

R, =k,

dimana k, adalah kelengkungan normal.

Untuk menyatakan vektor kelengkungan tangensial Kg’ kim
ta pandang vektor satuan U yang tegak lurus © pada bi-

dang singgung sehingga T, U, B membentuk suatu sistem~

tegak lurus putar kanan.
Maka vektor kelengkungan tangensial dinyatakan Sebagel:

R =k
& 8

dimana kg adalah kelengkungan tangensial atau disebut-_,'

Juga kelengkungan geodetik.

Jadi vektor kelengkungan merupakan Jumlahan dari'

vektor kelengkungan normal -dan vektor kelengkungan ta-'

ngensial.

Kﬂrenaﬁlkn=ﬁ!k E#O,maK&E-Kzﬁ-K=k

n
. B

et

Dan oleh karenajﬁ‘m‘ﬁ ¥ € , maka kg = n x
Sehingga kg = [E , &, ']
Untuk titik-titik pada directrix § = i—§~§

Maks kelengkungan geodetik dari‘directrix adalah :

k

It

” sin g (I x E) xt . ®

=—S—IE—§EX(IIE)

dan H = gino:

T e, .
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g~ " 5in ©

Karena © . §' = 0, maka :

_ I, %
kg T T 8in ©
- .H.Lu- g_’.‘ T T F
= - 355 { iz (.8)~-1". t}
1 {4
=-m{a§(0089)-—b}
46 b :
Sehingga kg'—'a'é""gm“"g vt-'u-oa--oolooo(?oa)
Selanjutnya Jika kg‘nolg directrixnya adalah geodebik.
Jika %g nol, directrixnya memotong generator-generator,'

pada sudut konstan.

Jika b nol, directrixnys adalaeh Line of striction.

Oleh karens directrix pads lumsaen atur ini boleh
diambil sebarang asalkan memotong semua generator,'ma-
ka terdapatlah theorema berikut ini yang disebut de -

hgan theorema Bonnet :

"Jika suatu kurva ydng dilukis pada suatu luasan
atur sedemikian‘sehingga memotong semua generatornys -
mempunyai dua dari_tiga sifat-sifat jang berikut ini,
yaitu : -~ kurva itu memotong generator pada sudut kons

tan |
~ kurve itu sdalah geodetik
- kurva itu adalsh Line of striction
maka kurvs tersébut akan memenuhi juga sifat yang'keti-.'
géx oM |

Jika sebagai directrix dipilih trayektori orthogonal-

dari generatornya, maka © mempunyal nilai konstan gL.
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Yaitu memotong‘generatér—generatornya dengan sudut kong -

o

tan, sehingga %E sama dengan nol.

Kelengkungan geodetik dari directrix menjadi sama de -
ngan b. Dalam hal‘ini b sana dengan nol, dimans direc -
trixnys adalah Line of striction.

Karena itu Line ofiatrictiom dapat dipandang sebagai -

tempat kedudukan tibikétiﬁik dimana kelengkungan geode-

tik dari trayektorl orthogonal generatornys sama dengan

nol.

Sekarang kita pandang suatu hal khusus yaitu jang

pertama : permukean yang dibentuk oleh binormel dari ga

ris lengkung ruang.

Parameter distrib&si darijpermukaan ini sama déngan ro~—

dius torsion dari garis lengkung itu.

Sebagai directrix diambil garis lengkung jtu sendiri ,-

dgan © , 0, b masing-masing adalah garis singgung satu-:

an, normal ubtama dan binormal.

Letak titik pada permdkaan’itu ditentukan oleh :

R=7+ub

T dan © merupakan fungsi dari 8. Eemudian sebagai para- -

meter adalah n dan s.

Maka @

i
o

yI=56,1I =-tq

il
]
o~

D=[E, -cd, B]=(Ex-cB)
a® = T, I' =¢? |

b=fo‘1"=f-;-2'5=0

Sehingga garis lengkung itu sendiri menaadi Line of =

striction pada permukaan
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R, =% + ;uj(- Tn)

E =R R ;5‘,5',;

u
F-R . R =5 . (B-urh) -0
e a2 2
H® = BG - F2 = 1 + u2r2
" Parameter distribusi ﬁ=2— = - .J.-. " -
- B T af [4

dimana O = radlus t:ors.wn deri garls lengkung.
Sehingga /3 positip ;iikca torsionny& negatip.
2 : z.2

(1 + u2 2)2

Kelengkungan Crauss K = - }_)ii' = -
‘ H

Diguatu: titik pada gariss lengklmg itu sendiri keleng ~ '

kungen Gauss a.d.al_ah. - z”?'-. 3

Yang ke-duakita pand.a.ng suatn skew surface yang—-'

dibangun oleh normal utama dari garis lengkung ruang.

Lebak titik padai permuka.aq ini ditenbtukan oleh :

+un

- " S

i: .
e-Z,1-i,1-t5-kF
D= [%, I'!.IJ ?I_E:x.(rﬁ--kb') VBT
52= 1. I' = 7:2'-:-;15:2

=% .1 -mk

R D, z
Parameter distribusi ﬁ# g x - - B
| - a° T+ k

E=R «By=1

L

F o= Ru . RB E..[E.,f» u (7B -kE)] = 0
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6-F . B - [T+ g(rs-k*ﬁ)].[z-.- a( 75 - KkE)]

s " s
= 1 + u?-ra + kaug - 2uk
= (1 n‘uk)2‘+ ue'fg = 2
D¢ e

BT [a-u?+v® 72

Jadi disuatu titik pada geris lengkung itu sendiri

3
: K o . TL

Jarak antara garis lengkung ke titik central :

- b _ k. _
42 kz +j£§

II - 8. GARIS ASYMPTOTIK.

Persamasn differensiasl garis asymptotik diberikan

2

oleh : L du® + 2M du ds + N ds2 = O

Berdasarkan (4.3) L = 0, sehingga persamaan differengi~

al paris ssymptotik menjadi :
dB (2M du:+ N dS) = O -ocnoooaoooa-(S-l)

Persamaan ini menunjukkan bahwa garis-garis parameter-

8 = konstan yaitu-génerator-generatornya, membentuk sa-

tu sistem dari garis aaymptotik«

Sedangkan sistem yang lain diberikan oleh persamasan :

2M du + N'ds = O  atau

%% = - gﬁ‘z —f%ﬁ LI y B+ ul'y T+ uln

Pergamaan ini membentukisuabu Persamaan dJdifferensial -
Riccati yang mempunyei bentuk umum

%% = P u2‘+ Qiu + R ) .........\.-.(8&2)
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dimana P, @, R‘adalah fungsi dari s.
Jika penyelesaian particulir dari (8.2) adalah u; dan-

misalkan u = % + ul‘maka didapat

T - P +Qu R - 8.5)
du _ | W 2 dw + dul
ds = . de ° ds

Selanjubtnya Jjika hargawharga ini dimasukksn dalam persa
maen (8.2) terdapatlah : |

- | | 2 1 3
- w2 %% + Pu12‘+ Qul + R = P( % + ul) + Q(E +ul)‘
+ R
-2 dv _ B_ . Q
=W gs e wa + 2P W -

& + ( 2Py +Q )w==P

dimena persamsan terakhir ini adslah persamaan differen

sial linier. |
Dapat dimengerti bahwa bentuk penyelesaian umum dari -

persamaan differensial linier ini adalah
w =‘fl(5) + fa(S)
dimana ¢ menunjukkah konstanta integrasi}

Sehingga bentuk penyeleaaian unum dari perssmasn diffe-
rensial (8 2) adalah

c V + X ,
ch $”§ to-ooonoeaofoc(8o4)

0 =

dengan V, X, Y, 7 adelah fungsi dari s

Penyelesaian ini merupakan famili dari kurva asymptbtik.

dan ¢ mempunyai;harga y&ng:berlainan unbuk tiap - tiap

anggauta dari famill kurve asymptotik itu.
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Jikalan éekatang'kib& pandang empat penyelesaiaq

khusus Uy, Uoy

Uz, Uy yang bersesuaian dengan keempat-.

nilai-nilai Cyr Cos x4 04, yaitu

clV + X 02V + X
B, = =g :$ e = .
1 eyt +%z ' 27, ¥+

“sroTve ¢ W TgyTE oo

maka didspabtkan :

}clV + X '2V + X

cl? ron S GEY ¥ %

' (clv + Y)(eat + 7)) - (cav + X)(clf " Z)

(clY + Z)(ch * )

ey = 0 )XY + (o) = 0,)Va

iclr + Z)(cgt + 25"

oV + X Q4V + X
Cc.r + 3" E Y+ 2

3

(e §V + X)(c4Y + 2) - (04V + X)(c Y+ 2)
(c ¥ + A)(ch + Z)

: (c,_[r - ca)XY + (o, = cu)VZ

(c5x + f)(c4? ¥ Z)

3c1v + X 05V + X

&l

(clY + X)(¢3Y + Z) - (03V + X)(cli + Z)

(e,T + Z)(e5Y + %)

;‘(c:3 = &)XY + (¢; = o5)V2

(clI + Z)(GBY + Z)
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: czv + X 'cqv + X
Bp = Uy T e,y +Z T oY + 2

(02V + K)(oaY + 7) - (c4v + X)(caY + Z)=

# (czY + Zj(c Y + Z2)

(022 +_z)(c4Y + Z)

!

() - uy)(uy ﬁ4)
() = ug)Cuy = u, )

e

{(02 - cl)ff
{(03 - clTXY

CH cg)vz_}{(c4 -c )XY + (c - c4)VZ}
(cl - ca)VZ}{(c4 - cg)XY + (02 - 04}VZ}

-

‘Pembilang menjadi :

(62 - cl)(°4 - ca)X2Y2‘+ (02 - cl)(c5 - 04)XYVZ
+ (eq = e5)(c, - 6x)XIVZ + (e, - ¢,)(ey ~ o, )Voze
€1 7 G270y T Oz RRNE F A6y = €3)003 ~ oy

Penyebut menjadi :

(05 - cl)(c4 - c2)X2Y2-+ (c3 - cl)(c2 - cA)XYVZ

+ (e, - ez)(e ; c*)XYVZ + (¢ - cx){c, -~ ¢ )V232
A | 3 4 2 1 3 2 4

Sehingga :

(ul - uz)(u3 - 24) (ci —.02)(35 ~‘c4)(XY - vz)a.
‘(i.‘ll - U.B)(ua - qu (cl - 03)(02 - C4)(XY - Vz)g

(cl -:ca)(c5 Cy)
" Toy = 630(6, = o)

Moka didapatkan suatu theorema :

"Bahwa Cross - Ratio dari empat penyelesaian khu=- .

BuS persamaah differensial:Riccati adalah konstan".

Karena u adalsh jarak yang diukur dari directrix sepan-
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Jang generator,‘maka dapat disimpulkan bahwa Cross-Ra-
tio darl titik-titik yang mana suatu generator dipotong

oleh empat kurva agymnptotik adalah konstan.

II - 9, CONTOH PERMUKAAN DARI TYPE SKEW SURFACE

Sebagal contoh luasan atur yang tak dapat diham -

parkan adalah permukaan hiperboloida daun sabu :

Gb.

Pertama-tama akan diperlihatkan adanya sistem garis lu-

rus pada hiperboloida ini.

o

' 2 2
Jika persamaan hiperboloida dzun satu 52 + - Eg = 1
‘ _ f ' 2 b c

ditulis dalam behbuk :

2 2 oD
x z <
“5"“5 = 1~ XE atnu

a c b
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EenE-nH-a+Ha-D

make didapatkan garis—garis lurus yang dinyatakan oleh

ate= -9,
X _z _431 N4
a e = (1 + b)

'Jadi antuk tiap-tiap nilail > dari persamaan ini menyatg

kan suatu sistem garia lurus pada hiperboloida itu.

Bahwa garis-garis lurus ini terletak pada hiperboloida 

daun satu, dapab diperlihatkan sebagai berikut :
Ambil sebarang titik (x],-yl, z,) pada garis lurus dia-

tas maka dipenuhi :

x % 2R
1 i _ Y1
s e - -,
X Z ¥
1 1 1 vl
g -5 XY
X zZ X; @ 3 04 J
1 1 1 1 1 L
(e re Hg-g )= (1-5=)(1+5=)
2 2 7.2
S -3 =1--3
a” c b

*1. Yl 21 1
2 b2 RS- I

a

Ini menunjukkan bahwa titik (xl, Jis @ ) memenuhi persg

naan hiperboloida tersebut Jadi titik (xl, ¥y zl) ter
letak pada hlperboloida.

Selain sistem-garis lurus tersebut diatas, ditemu .

kan pula suatu slstem garis lurus yang keduas pada hlper'

boloida itu yaitu yang dinyatakan oleh persamaan :

(;f :) “/"‘(l + g) ’
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X _ 2y X
(& "' 0) —/‘ (l b)
Bahwa paris-garis lurus'iﬁi,seluruhnya untuk setisp ni-
lai dari « terletak pads hiperboloida itu dapat diper -
lihatkan dengan cara yang sama sepertl pada sistem ga5

ris lurue yang pexrtans.

Selanjutnya sken dibuktiken bahwa hiperboloida da
un satu ini me#upakan permukaan yang tek dapat dihempar
kan. Untuk itu perlu diketahul suatu sifat dari permuka
an yang dapat dihamparkan yaitu bahwa kelengkungan ke-
dua atau kelengkungan Gauss dari permukasn ini adalah -
nol, yang nanbinya‘akaﬁ dibahas pada bab III.

Sekarang tinggal membuktik&n bahwa kelengkungsn Gauss-—
untuk hiperboloida daun éébu ini tidak sama dengan nol
dan bernilai negatip. | |

Jika kita masukkan parameter baru :

X =3 u 2
}""‘""') |12+V2-*§—§= 1
y=Db v c

c(u2 + v2 - l)%,

&
1

T = [au, bv, c(u2 + ve - l){l

F, = Ea, 0, c_u(u2 + Ve - l)-%j
E, = l?; b, c#(u2‘+ Ve - l)'%]
22

u v _ : u2 + v2 -1
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72 - EG - F2

H = (8BG - F2)?

T xD | | _
n = uH Y = % [} bcu(ua + v© - l)“%,—acv(u2+v?~l)"%,aﬁ}.
Fg = [O, 0, c(u2 + va'm i)"% - cu2(u2 + Ve - l)"l%]
— . : -1
Fuv = LO, 0, = cuv(ue + ve - 1 lf]
: 1 ' 1
Foy = [p, 0, e(u® + v% - 1)7% « ovo(u® + v° - l)“l?]
L=n . Euu = % [&bc(u - 1) T abcue(u2+v2~l)"l%]
. '__ - - _ 1 -1l%
M =h L= H_[ abcuv(u P -1)" 1
N=h.r_ = é‘[ébc(u —3 ~1)". L abcvg(u I l)"l%]
- " tvvy T H
IN = &~ aZbZe2 _ a°h2c2y? _ a2b2c°y?
5 |l + v - 1 (u2‘+ ve - 1)2 (u2 + Ve - l)?
+ azbgc“ugvg _f
(u2;+ ¥ - 1)
a2b202
S x
H
[?4+v4+1+2u2v2 ~2u°-oyyt u2v2+u2 ugvP v4+v2+u2v?]
L (u2 l)5
- a2b202 < (1 - u2 - g. + 0 v2)
i (@@ + v2 - 1)3
2?22 (1 - v®)a - v?)
,Ha (u + v2 - 1)3
M2 1 x s.t":)zc:gugv2
2 3
H (u + v© - 1)-
K = N 5 Mg = azbica x:(l.f u - v° + u2v2 - u2v2)
H HY (0 + v2 - l)3




- %6
.. 25202 x (1 - P *;va)’
gt (0% + v© = 1)3
| | 222
Jadi K = = ——st b S ~ <0
B (u® + v< =~ 1)

Karena kelengkungan Gauss_dari permukaan ini tidak sama

dengan'nol maka‘hiperboloida daun satu merupakan permu— 

kaan yang tak dapat dihamparkan.






