BAB_IL
PEEMUKAAN, / BIDANG LENGK

Selanjutnya akan dihahaé dasar
sigl suatu permultaan atau bldang lengk
an ¢ (u, v) =0 antara koordinat-i
nier u , v pada suaiu permukaan mehnent
lengkung pada permukaan tersebut. Yang
~oordinat kurva linier izlab pasangan
atu titik pada permulkaan.

Garis-garis parameter ialah ga
bidang lengkung atau permukaan dimana
u = konstan. Jdika konstanta-hkonstanta
vermukagan akan ditﬁtup éleh suatu kump
rameter. Untuk titik P pada permukaan
kung maka velitor Eu skan menyinggung g
konstan dititik tersebut, demikian pul

—
=

nyinggung garis parameter u = konstan

f

o kewgiqw

Vek tor-vektor ?H dan Ev dit:

ukan sebuagh

ris lenghkung

atau bidang leng

aris parsmeter v

BNG

~dasar Ukur'Diferegj
ung,. Stuatu hubung -

oordinat kurvg 1i -

garis
dimglksud koordinat-

(uwy v) dari su-

pada.

v = konstan alau

tersebut berubah ,

ulan garis-garis pa

-

a vektor T, akan mg

dititik Pa

Ltik P memiliki g =

rak=arah yang berlainan. Garis-garis p?rameter Jjupa se =

\
ring disebut garis-garis koordinat. Jika v merupakan fung

sidari vwatau v= ©{u ) mka T (
Pakan fungsli dari sztu parameter saja |

ris lengkung pada permukaan bidang leng

u, v ) akah meru=
, Jadi merupskan ga

ThUng.



Vektor T' = d v/d s dapat di

maan

. wm N + - . '
I’u u .f,’v v

=
dan vektor diatas akan menyinggung gar!
berarti pula menyinggung permukaan .Pe;
pat pula disajikan oleh :

dr = ru du + Ty dv

7

sajikan oleh persam

is lengkung ,yang

raamaan diatas dag -

DAN ORDE KEDUA

II,0 BESARAN FUNDAMENTAL ORDE PERTAMA I

Elemen garis (ds ) adalah Jar:

setarang pada bidaﬁg lenglkung atau perm

berdekatan. Hal ini dapat disajikan ol¢

ik antara dua ﬁitik
kaan yang saling

zh persamaan sebagal

berikut :
as® = |a¥l® = a7 . @F
o= ('Eu du + Ev Av)e %u'du + fv av )
5w a2 = =
= I, eTy du” + 2 Ty Ty du dv f
Ty «Ty dv2
= - : 2
= I du :+.2qu dv + G dv n-nooo(l)
dengan E = Ty .ru: s F o= Ty Ty s G|= Ty ol
B = EQwT
yang disebut besaran fundamental orde pertémao

Karena ds merupakan Jjarak antaxy

3
.

berdekatan ,maka
CEquf + 2T du dv + G dve

du‘

atau nol untuk

kaan~-permukaan yang riel,

Harga E G- F2'> 0 dapat dipex

(B, x B, ) =(F oF, (F,

‘2»

~a dua titik  yang

0

dv = 0, Eita seli&iki gselalu permu -

‘1ihatkan sebagal bg




oleh kar

menghitung sudut an'i:ara dua garis leng
an., Jika di:_su,du + 'f'v dvy

5% = T, Su+ T Sv
berlaku :

E G«

x 7. # 0 maka terbukti

ena I‘u v

EG=-~F2% 0

"1
")

Dengan menggunakan besaran F

1ah bahwa

e

.
.

o, ,G kita dapat

L:ung pada peiﬂmuka -

cos O= 4T , ST
GEIRESR
= Epefpoudu r (7.3 ) (Audedvsn) .t dvsy
la 71681

H

Edudu + F ( du Sy

+ dy du ) + G dvdy

VE aué+ 2F dudv +Gdv2

VES Grorsusvia Sv2

g Smdu F(sl.ud”x&xa":g.) . g 4v v
ds ds dsds dsds ds &s
Sifat -sifat khusus sebagai berikut :

1, Jike kedua garn_s lengkung s
ka © = %/2 berleku :
Edudu+F (dudv+ dvdu
werenrenns (2)

*
-

Pandang persamaan

P+2Q7v' +R v

zling tegek lurus ma

—

)"l'G“d.v;V O-ou

no

= 0

P ,Q ,R nerupskan fungsi u

.V ,sedangkan v dan
!
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dan vé nenyatakan arah-arah permukaan. Jika
.persamaan (2) kita ubah menjadi :
E-PF(vi+vé)+ij’_ vi = 0
- diperoleh syarat perlu dan cukuvp agar dvua a =
rah saling tegak lurus yaitu :
ER-2PQ+GP =0
2e Sudut & antara garis-garis parameter u = A 'S
tan ( berarti du = O dan dv sebarang ) dan Ve
konstan ( berarti dv = O dan du sebarang) wmem
berik@n hubungan sebagail berikut :
cos W = F/\[E—TC-}
V 1 - cosaw
=Vi-r¥ma

sin w

L1
v

= W/VE &
Sehingga diperoleh tgw = H/F.

3. Dari hal khusus 2) dapat ditarik kesimpulan
bahwa garis-garig parameter saling tegak lu -
rus Jika F = O,
Selanjutnya zkan kita bahas tentang besaran fun =-.

damental orde dua.éafié normal permukaan dititik P pada
bidang lengkung ialabh garis melalui titik P dan tegak lu~

rug pada bidang singgung permukaan.




n = normal satuan, merupakan v

dang singgung permukaan,

nimugnimv --------- » n;A w X By
Ifh X ?ﬁ,]: H maka |Bl =4 H?u x Ev,
atar 1 =AH e Y > =1/H
Sehingga diperoleh normal satuan pada permﬁkaan e
aleh : ® = T xTr, , dengan 1% = E G - e
q
. = _ 2= = L 2=
Bila Yoy T 2 g s Tuy T 2- r
' 2u 2uldv
o= - 2 -
dan T = 2% ¥
v

makta besaran orde dua dapat &isajikan

M e

R .r

L = uu,x‘i*—-l’.l,..uv,
den T2 =L N - M©

U

terhadap u dan v berlaku

a.“ﬁu o, F n ‘guu =

B, %, + L = 0

ﬁu .fu_  = - L SSRTEEETEAR
b B WT, t R WE =0

ﬁv ,?u + M = 0

B, oF, = = H Gwnarereres

v 0

Demikian pula bila B .Tr

maging-masing terhadap u dan v diperol

S ﬁ.u qf’v + “ﬁ .E"uvz 0
o .t + M =0
a Ty 0
ﬁu ‘*i:iv = _ILJI ‘C.-vo‘--g.;.o

Ha=1 .o

10

cktor tegak lurus bi

*
-«

sehagal berikut

vV

0 dideferensialkan masing=- masing

)lllt..i'&wrtw‘.'-(_))=

Il'DQtﬂ.ﬂO..-‘P’;(B') .

Ll

dideferensialka ter

el

L |

pn-n.-»-u¢-§¢a.‘uo(1l-)




b‘ .ﬁv agv + ;i :|$ = O
n T+ N =0
Hv orv
:ﬁv -:T‘-V =""N sLessmneEn s

Selanjutnya kita cari turunan

.
-

yaitu

.

n.n=

1

bila persamaan diatas didiferensialkan

terhadap u akan diperoleh

n, .0 + 1 “ﬁu

maks D _L.ﬁ
u

3

-

T4

Ny

- A e + L e
n'l.'t : r'il /L rV

* b d S

persamaan (5) kita gandskan masing-mas

;v maka diperoleh :
R =2 AT WP+ ar .
by eIy = AL, WTy /Ty
- L = ME o+ o F
= = AT % =
B, «F, = AT WF 4+ mr_ .
- M o= AF 4 MG

Denikian pula jika H.Oo = 1 d

hadap v maka diperoieh :

.ﬁv .,Il - ﬁ .-ﬁv = O ) W S
nv n

n = T +

n A T, P Ty eae

- {) -u—--qu_-.e>

-3
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..-‘OQ»QQCOOGOOIQ(L}’)

n terhadap u dan v

terlebih dahulu

0.‘0-#1*0!0‘.-*0'0(5)

ing dengan r, dan
v
T (5"

LI B O B LR

idiferensialkan ter

2 V_on =0

a!.ivnqo.'!oqvi(6)




i"u ‘dan ':Ev hingga didepat :

lz.

i hend ‘2 — o~ ¥ ..:.. s
N, o, AT Ty P r, Ty
- M = A E . + L 65 I [EERRXE SN X3 _
- - - -~ -I- -
- " + "+ t

D, T, AT, T, Pr, 7y (64)

: ' |
— N : ‘z CJ\ ]? + & G S EEEERE]

Persamaan (5!') skan menghasilk:

-
-

gai herikut

2 A dan [UL seba=

w~ I ¥
N ; - M G ) 'E\M 4 o L
N = -
0 F
P G
B -L
o\ F M rpL-EwM
M= " e
D F
¥ e

Demikian pula persamasn (6') al

»
-

dan {3, lalah

ran menghasilkan o

' PN - GM
o = BLEEE
H
g = EM - EXN
Akhirnys kita peroleh harga~harga i, dan B ¢
2 h . R - H N s
H® h, = (FrM-0CGL )ru+ ( .“E‘L-j[:_M)I‘v} D
_Ha Fy= (FN-GM)F + (FM~-ENT |

Dari persamazn (7) diperoleh tu

hadap u dan v yaitu :

T

v:(m.fm o, + (_Iaru

P2 %

(GM-~-FTN)D + (P}
u 5

runan-turunan I ter

{ - P Lh’lv

- Q-n--c(B)
- G LA S
: v
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Untuk mempercoleh triple product antara vektor -

vektor & ,n, ,n, dapat diturunkan rumus sebagai berikut :

dari persam'aan {7} diperoleh :

4 = n M {3 F - w MY { T pos r

L {(q; up)(zm EN) e (FLwEM) ( FT GM)}-Iu Xr,

- {(MEFE— EFMN - GLFM + GLEN - FOLN +FLGM
+ EFMN - EGME );}Eﬁ'x T

= (-FR(LE-M®) + EG (LN~MB)>‘EH x T,
= . ..-&'?' - - 12 k% P
= {(LN M }.( EG T )) r, X ry
- - -
= T4 rux.rv

2m w2 -

Hnuxnv-. ‘I‘ruxrv
= H Taﬁ

- = )
[n a0, S0 )= ™ /H
Denrikizn pula dari persamaan (8) diperoleh :

as T F,= (FM=-EN)H + (EM-FL)IH

2 “ - —y i -
% £ - E Y e i
T n xr, ( R MY =-F L) n, ¥ n,

72

=1
.
fn
<
e
i

(EM-FL )R ..n. x 1

7 /H (EM-FL)

i

(8,8, »F) = E'%EM
be PF = (GM~FN)H % (FU-GL) A
h, xF, = (FU=-6L)H, x5,
P RAxF = (FM=-6L)E .6 @
L 2@ (FU-GL)
[,?1 ’?’u 5‘5@:\: FE-Q-I.-IGL '

dengan cara sama dapat diperoleh pula :

c. [B,5, ,F, )= EN=LN
H




~
S -

do [ B LA, ,"i:vj = FN=GHM

1

Perpotongan normal disuatu titik pada permukaan

ialah perpotongan bidang lengkung dengan bidang datar de-

- ngan normal dititik tersebut ,sedemilki

an hingga perpotong

~an ini merupakan garis lengkung dengan normal ubtamanya se

jajar dengan normal permukaszii.

%
|-
\\
~

~
AY
¥

9

kn dari garis lenghkung perpotongan positip jika

garis lengkung konkaf ( kepihak dimana
mukaan merupakan fungsi u ,v dimana u
sl parameter s maka @

dr/ds = rf_ =T, du/ds + r,

-y
f

- roNPL =
ruu(ﬁu/dg) + ruvdu/ds.

+ 7 du/ds.d?/ds +§vv(

n ada ). Bila per-

y V. merupakan funge

dv/ds
dv/ds + T ac w/ds®

iv/ds)2+5v a2 v/dsaﬁ

uv

Frr o= kLR

= N R~

rt'.n k, |

kn = n‘ruu(du/ds) + ngruvdu/ds dv/ds

4 . Tu

E.?L a& u/dse + h.r. . dn/ds dv/ds +

- = 2w 2 2
n.rvv(dv/ds) + n.r, aF v/ds

telah diketahui bahwa &

nls ,8LF, e N
k = 1 (du))2 4oy (4u

n
ds _ ds

n .I'u :n ;.I‘v — O

y(AY 3 + N ( 4¥ )2
ds da
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dva

2

Ldu® + 2 M gu dv + N
' ' ds’

L

L du® + 2 M du dy + N

9o

Edf + 2F du dv + G

Persamaan (9) disebut percamaa

mal o Andoikan bidahg lengkung dipotong
ranug yang tidak nofmal pada bidang len
utema garis lengkung perpotougan tidak
sejajar T'' hingga normal utama satuan
Misalkan © sudut antara bidan

normsl yang menyinggung garis lengkung

titik yang dipandang maka berlaku

cos & = L

k

..I..!.'.u-—l.

Sedang telah diketahui bahwa |

terdapatlak hubungan antara _kelengkun
lengkungan yang tidak normal ,hal ters

»
L]

leh MEUNIER sebagal berikut

kn = k cogs @

11,2 GARLS KELENGKUNGAK

Dus normal pada dua titik yang

oooioann'ﬁt(g)

ive
1 kelenghkungan nor-
oleh bidang sebaw
glcung , maka normal
sejajar n ,tetapi
| Ttk

potong dan bidang

o

perpotongan pada

-
—

5- nf’" kn 'y ma}ia
gan normal dan ke-

sbut dikemukakan o=

saling berdekaltan

ununnya tidak berpotbngan «Syarat perlu supaya normal-nor

mal pada dua titik tersebut saling be-rl‘tzotongan ialah @

n ,dh ,dT¥ harus terletak pada satu bi

lang (koplaner) ,dg

ngsn demikian triple product'ketiga vektor tersebut ber-

harga nol yaitu
[& ,dn ,d% )= 0

ﬁu du + Ev av

J

Tn

]
—

du + rv av

kita substitusikan

pada persamaan (1) Waka berlaku

’ﬂ...tctulnpsb‘u(l)

Oh.i‘lﬂdﬁﬂﬂiitﬁcz).

-
L]



(B, By, F, ) {5, F F(R.A,,F, jau av
Harga keempat scalear trilple p

leh kita ketahui pada bab II halaman 1
persamaan diatas ekwivalen dengan pers
(BM-FL) du® + (EN-GL) qudv + (FN~G

Persamaan,(ﬁ) tersehut nerupak

dengan kn mempunyal harga ekstrim ,dan

itu saling tegak lurus.Bila garis kele

ris parvameter atau F = 0 dan M = 0 ,nmz

-
-

ssinaan kelengkungan normel yaitu

k, = L.dgus N av®
E au® + @ dv

-

Jika garis kelengkungan diambi

—

rapeter v = € ==~—==» dv = 0 , sehingg
kungan utama ka = 1/% , Untuk garis p
- peroleh du = 0 , hingga keléngkungan

Titik potong normal -normal di
yang saling berdekatan dengan titik P
kelengkungan di P.:Pusat kelengkuﬁgan

-
»

radius vekltornya mempunyal persamaan

1
Jari~jari kelengkungan

—

T + r_ﬁ

i

dengan

Bl —

normal patuan dititik P

i

radius vektor dari suatu

=i

i

5

16
[n,nv,rﬁyva = 0
roduct tersebut te
% dan 14 ,hingga -

-
*

A aan
2 _

:I"I) dv =0 o.'olh(.s)

an sistim dua garis

gistim dua garis

ngkungan sebagal ga

ka kita percleh per
.cotouuot-t--:wto(l{-)_

1 sebagai garis pa-
s diperoleh kelengw

C di -
NG ,

arameter u

oy
-

utamg kh
titik P dan titik Q
disebut titik pusat

ialah titik dengan

--osna--o-ldq..-c(S)

titik pada kurva




Jika radius vektor dari suatu
leh persamaan (5) berpindah sediklt se

-
-

kung maka diperoléh
d¥, = (¥ + pdl ) + % 4
1= faa) i

dizana vektor dv + i dd merupakan tang

tibatnya dFy  searah dengan 1 hingga
| @ LA 20 weseenn
untuk P = 1/k persamaan (6) menjadi :
k dF + df =0 neovy

Jika persamasn (2) kita substit

b
L4

maan (7) maka

titik diberikan o =

sanjang garis lenge
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zensial permukaan g

Ll
-

{iperoleh

uec.uu'cmﬁu&tb-soqo(63

-awon-vbaw-&a-o-_...(?)

usikan pada persa=-

k (¥, du + ¥, oav) + A, du+t B _dv=0
k¥ odu+ g-fv dv + §, du + f_dv =0
(kT +8,) @+ (EF, + 5 ) dve0.(®
Persamaan (8) digandakan masing-masing dengan ?u
dén sv:bérlaku‘: |
(k Tob, + [ 0%, ddu + (k Tyely, + BooT, Jdv= 0
(EB~L)dn+ (k¥ =MV = 0 wervesrsns(9)
(s 7, + RyBy dau + (K F B+ B.F) dv= 0
(EF =M )au+ (BG o= ) AV 5 O wasvavsesee(9)

Dari

kungan utama

eliminasikan du/dv pada persamaan (9) d

diperoleh pefsamaan kwadrat yang member

-
-

lenrkungan utamanys yaitu

(KEwL Y kG=N)= (ks

atau Hk® - (EN - 270 + GL)k + T° = 0

Xelengkungan pertama (J) permuk:

kedua persamasn diatas aka

dan arah~arah garis keleng

n diperoleh keleng
ungan. Jika kita
an (%) ,maka akan

ikan harga~harga ke

-1 )°
9-»1:0491»::4»‘.::4‘(10) .

1y

y

aah pada sebarang




titik didefinisikan scbagei jumlahan a

L]
*

(10) yaitu

EN=2FM+ G
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kar-akar persapaan

HE

Sedang untulk kelengkungan Gaus%

da. sebarang titik didefinisikan sebaga

-
a

kar-akar persanaan (10) yaitu

LiL= M2 _

"

K= Ta/

II.3 PERSAMAAN GAUSS DAN BRELAST MAINAR

(K) permukaan paw=

i pergandaan dari a

DE = CODAZAL

Kita pakal vektor~vektor dasar

menperoleh persamaan Gauss dan relasi |

mana : Fu = garis singgung disuatu
rameter v = kaonstan .
r = garis singgung disuatu
v
rameter u = konstan, .
Kita nyatahan rou ’ruv dan Ty
tor dasar diatas sebagal berikut :
. - 1 1 — li 57 -
= + +
Tou Ln {,1 }ru ﬁ’l-}r1
ruv M n ﬁ Ty T
Fo,= NI+ {’- 1%, +JL'L 1%,

denganJL } v } {4 z»u-{i "}’

disebut plﬁbOl—ElmbOl Christoff

akan kita peroleh sebagal berikut :

.l"u « I B

i

persamaan tersebut didiferensialkan tez

.
s

akan diperoleh

B

*Tau

i

r I‘u

= u

ruu

v

n,r, Ty untuk
lainardi~Codazzi, di

titik pada garis pa

titik pada garis pa

dalsm vekbtoreunl ..

.Ill“ll‘#l'"":(l)

=

om«nttit-o&a(a)

\‘

or&buo@ﬁpc-tnca)

"t

144&j,i&£f}ﬂmn

el, yang harganya

“hadap v dan v mska

- b g1

o
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Tu "Tan z By
’ - - + n g - T
Do Tuv *Yu Ty *Tuv Lv
* E = P LT
v “u *tuv
maka persamaan (1) nenjadi 3

= al -+ + o .

Ty *Tun L 1. x {_1 }Iu o1y {‘b }ru oo

e A4 4 - '
'5' I‘.su ‘={ ‘}L +‘%. 1,1}1.' 1lthﬁtbt-liw!l."(q')

Demikian pula jiks iu .Fv = 7 didiferensialkan

‘terhadap u dan v akan diperoleh :

T T+ T = |
=™ I'U_u mlv I"u ..Iuv Fu :

T T = & L }

e e 1 o -

Tou Ty “ Lv = Py 5

ruu Qrv = FU. hae "3{ EV tbolralo-aotu.ﬁg-pun(S} . - ; :
b. oyt Ty Ty *Tyy Fo

r .. = %G

uv YU 2 u

ru vrvv - FV_%GU an'vnoca-dn-*wnm@cwt(5‘)

Dari hasil-hasil diatas maka persamean (1) menjadi

berubah yaitu ¢

- - R, - 1 - v 1 e o)
Ty *Tv L.z, { , T, .%v IL Li}rv'rv

L - i = A 1}i"+-{L1 LG et a(6)
>

Persamaan (4) dan persamaan (6) akan menghasilkan
|

{f {3dan-i1 13 yaitu |
a. (4) x T ~~w~*a>{? t}EF +i}‘&%}“a + Gu 3
b, (6) x T ----«---—»-;»{" te +{1 jF = EF ~% LE,
Hagil a dan b dikurangkan thg$1 dipaerolen ¢ ?
1 1 3 o B = 1 n P A X BT . L .
{4‘}(1_ EG) = % E_F ﬂlua-dm:v |

1
atan J)1 1}: 2 E FwBiP + % LB




- m) = 2 B F-E B¢

F
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_‘E_‘lé .duo.-ﬂ!ﬂin(‘?)-

Jl 1j(I

Jika persamaan (4) digandakan

EZH‘?'

maan (6) digandakan dengan F maka dipe
[ ) J v
* + ! .
¢ Jl ‘ JEG . 1 re

a. 4" "j?a #4 v e

-

I
\

{ |
¥ u

roleh

dengan G dan persa-

%EUEG

A
A

-y

FEV

-

L
E 7

G - 2

G -
}F\ l'iﬂu

atau i[‘ :3

Dengan cara yang

oHF
sama  agkan di

bol Christoffel yanz lain yaitu

i S .
-n[ i 1
G - F Fu+ =

¥

FEV

1

+ 5

Bu I Ev

ocw--cm-oooncoo(S)

peroleh simbol~sim-

iIA‘lj - GEVMFGU ..;.*,-..A.-e--qn(9)
| one | |
1 Al @ - ; . |
lL &}_.. TG -F R/ N 2D
20"
{&. &jm EGFV“G Gu-' FGV g&.-‘.olcdﬂ.;(:}-o)
2 7 -2 p
ﬁ'k - }J Gv aI Fv'{'} Gu .u...'..i‘-.(ll)
2 > '
2H™

Sehingga rumus (1) ,(2) dan (3
Gauss ,jika simbol-simbol Christoffel
oleh itu kita substitusikan pada persal

malka jika

-

) disebut rumus

yang telah kita per

naan (1),(2) dan(3)

O - 2 -
—— = m—1
DV Tun 21 “uv
dan disubstitusikan harga=harga E:uu dan T . pada persama=

man (1) dan (2) akan diperoleh :

@
——
v

@ PR R

A +
in JL \ ru ‘{&_ ry




atau @ |
Lo+ &F + AP, + LA, + LT
Mu-ﬁ*muruq’/‘”u%v MDD+ mT
dengan : _
-Q/,_:{l |}j:¥ m:J’Lll;{ A

Bila persamaan diatas masingem

setara skalar dengan h akan diperoleh |
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Persamazn {11) dan (11!') tersebut diatas disebut

relasi Mainardi-~Codezzi.






