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DASAR TEORI

Untuk mendapatkan persamaan gelombang orde pertama yang invarian
relativistik untuk elektron biasa digunakan aljabar matrik. Persamaan gelombang
yang didapatkan ini merupakan fungsi komplek dengan adanya akar minus
setengah yang tidak diinterpretasi kenampakannya secara eksplisit (Hestenes,
1967).

Sifat metrik dari ruang waktu dapat digambarkan dengan menggunakan
aturan dalam perkalian vektor ruang-waktu. Hasilnya adalah aljabar Clifford yang
dapat dianggap sebagai aljabar dari ruang-waktu. "-Aljabar ini dapat diéebut
sebagai aljabar Dirac real dengan adanya korespondensi satu-satu (isomorphik)
dengan aljabar matrik Dirac dalam bilangan real. ].3erb'eda deﬁgan ‘aljabar matrik
komplek dari Dirac’, aljabar Dirac real ini mempunyai arti geometris dan arti fisis
(Hestenes, 1967).

2.1. Aljabar Ruang-Waktu

Aljabar ruang-waktu merupakan alat matematika yang memuaskan
untuk digunakan dalam aplikasi fisika teoretik, klasik maupun kuantum
(Hestenes, 1986; Hestenes, 1998). Di sini ditunjukkan bahwa bilangan komplek
yang muncul dalam aph'kasi- ﬁsii:a- mempunyai i;lterpretasi geometrl yang
tersembunyi dalam perumusan konvensional (Hestenes, 1971; Hestenes, 1975).

Aljabar ruang-waktu diturunkan dari vektor ruang-waktu dengan
memberikan aturan yang sesuai untuk perkalian vektor. Disebut aljabar ruang-

waktu karena semua elemen dan operasi dalam aljabar ini mempunyai interpretasi




tertentu dan dapat digunakan untuk menggambarkan struktur geometri pada
ruang-waktu. Digambarkan ruang-waktu Minkowski sebagai ruang vektor 4
dimensi M. Dalam bahasa matematika, aljabar ruang-waktu merupakan aljabar
Clifford real dari ruang metrik Minkowski M". Lebih khusus, aljabar ruang-waktu
merupakan aljabar asosiatif real yang diturunkan dari M' dengan sifat khusus
bahwa kuadrat dari setiap vektor bernilai skalar. Produk ini disebut produk
geometri untuk menegaskan bahwa hasil ini mempunyai interpretasi tertentu vang
secara lengkap menunjukkan sifat geometri dari ruang-waktu. Produk geometri uy
dart vektor & dan v dapat didekomposisi menjadi bagian simetri dan antisimetri

yang didefinisikan oleh

u.v=—(uv+vu) ‘ 2.1)

wi.—-

dan
unv=iuxv)= ;—(uv—vu) (2.2)

dengan i merupakan bivektor satuan.
Dari persamaan (2.1) dan (2.2) diperoleh
uv=u. . v-ruay (2.3)

Pruduk oufer dan inper mi dikemukakan oleh H. Grassman sebagai kaitan
representasi dari hubungan geometri. Produk simetri &« . v yang dideﬁniéikan
oleh persamaan (2.1) adalah skalar, yang merupakan produk inner dalam ruang
Minkowski. Kuantitas # A v bukan vektor atau skalar, tetapi entitas baru yang
disebut bivektor (2-vektor). Bivektor int menggambarkan bidang dari vektor u

dan v seperti vektor yang menggambarkan sebuah garis.




Untuk vektor orthogonal (seperti yang didefinisikan dengan u . v = 0),
dari persamaan (2.3) didapatkan bahwa uy = u A v = - vu.  Sehingga kaitan
geometri dari orthogonalitas dinyatakan secara aljabar dengan produk geometri
antisimetrt. Sama halnya, kollinieritas dinyatakan dengan produk geometri
antikomutatif. Dan untuk vektor kol/inier ini dengan u A v =0 didapatkan uv =
u . v =vu. Secara umum, persamaan (2.3} menunjukkan bahwa produk geometri
menunujukkan arah - relatif dari dua vektor dengan mengkombinasi bagian
komutatif dan antikomutatif.

Untuk membandingkan dengan aljabar matrik Dirac, struktur dari aljabar
ruang-waktu ditunjukkan dalam bentuk basis. Dengan {3, n =0, 1, 2, 3) adalah
kerangka orthonormal untuk M' dengan vektor timelike . Pada bentuk basis ini
metrik ruang-waktu dinyatakan dalam persamaan

vo=1 dan y{ =py;=y;=-1 (2.4)

Persamaan (1.1) dapét dituliskan dengan

G =3 (ke + W) (2.5)
yang didefinisikan sebagai komponen tensor metrik g,, dari kerangka {y.}. B

Representast vektor y, dari matrik 4 x 4 disebut matrik Dirac. Aljabar
Dirac merupakan aljabar matrik dari medan bilangan komplek yang diturunkan
oleh matrik Dirac. Dapat dilihat bahwa perumusan konvénsional persamaan Dirac
dalam bentuk aljabar Dirac dapat digantikan dengan perumusan yang ekuivalen
dengan bentuk aljabar ruang-waktu. Hal ini mempunyai implikasi yang penting,

Pertama, representasi ¥, oleh matrik tidak relevan dengan terhadap teori Dirac;




arti fisis dari y, semata-mata diturunkan dari representasinya dari sifat geometri
ruang waktu. Kedua, bilangan imajiner dalam aljabar Dirac dapat memberikan
interpretasi geometr: dengan mengeliminasinya.

Persamaan (2.3) dapat ditunjukkan sebagai pemisahan bilangan komplek
z = uv menjadi bagian real dan imajiner. Dengan menganggap vektor u dan v
sebagai vektor satuan spacelike yang membentuk sudut 0, sehingga #.v = cos 0
dan 1‘qasan jajaran genjang yang terbentuk dari vektér u dan v diberikan oleh sin
9, sehingga dapat dituliskan uAy = i(uxy) = isin 0. Bentuk i 1ni merupakan
bivektor satuan yang diperoleh dari produk geometri y»7 dengan 3 dan 9 sebagai
basis orthonormal dari bidang u dan v. Sehingga persamaan (2.3) dapat dituliskan
sebagai

z=ub=cose+isin9
=¢P (2.6)

yang menunjukkan bahwa bivektor i ini sebagai generator rotasi dari bidang u
danv.

Elemen umum dari aljabar ruang-waktu disebut multivektor. Suatu
multivektor M dapat diekspansi dalam bentuk

M=ag+a+F+bi+ fi (2.7)

dengan ¢ dan f skalar, & dan b vektor dan F sebagai bivektor. Simbol khusus
akan diberikan sebagai satuan pseudoskalar yang mempunyai tiga sifat aljabar :

(a) mempunyai kuadrat yang berharga negatif

P?=-1 (2.8a)




(b) antikomutatif dengan setiap vektor a
ia=-ai (2.8b)
(c) dapat difaktorkan menjadi produk

1= pnhts (2.8¢)

Secara geometri pseudoskalar ini menggambarkan volume satuan dalam

ruang-waktu.

Dengan mengkombinasikan produk dari 7, dapat diturunkan basis yang

lengkap dari aljabar ruang-waktu yang tersusun dar1

L, Hoo TN Bos Fiads ¥ (2.9)
Elemen tersebut terdiri dari basis untuk 5 komponen invarian dari M dalam
persamaan (2.7) yaitu bagian skalar, vektor, bivektor, pseudovektor dan

pseudoskalar. Selanjutnya, elemen tersebut membentuk basis ruang dari tensor
antisimetri yang lengkap dalam ruang-wakfgu.
Untuk multivektor M dalam bentuk yahg terekspansi (2.7), reversi dari

M didefinisikan dengan

M=a+a-F-bi+pi (2.10)
Pada khususnya efek reversi dari pada skalar, vektor, bivektor dan pseudoskalar
adalah -

a=q,a=a, F=-F i=i
Dapat dibuktikan bahwa

(MNY = NM | (2.11)

_ untuk multivektor sebarang dari M dan V.
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Sebuah multivektor M dapat dinyatakan sebagal penjumlahan dari -
multivektor genap M. dan multivektor ganjil M. Untuk M dalam bentuk
terekspansi (2.7) dituliskan dalam bentuk

M.,=a+ F+ i (2.12a)
M.=a+ bi (2.12b)
Set {M.} dari semua multivektor genap membentuk subaljabar dari aljabar ruang-
waktu yang disebut dengan subaljabar genap. Multivektor ganjil tidak membentuk
aljabar, tetapi M.y adalah genap yang mendefinisikan korespondensi satu-satu

antara multivektor ganjil dan genap.

Untuk fungsi gelombang Dirac yang direpresentasikan dalam bentuk
aljabar ruang-waktu sebagai multivektor genap, maka i juga harus genap
dengan bagian bivektornya dihilangkan sesuai dengan persamaan (2.10).
Selaﬁjutnya, dapat dituliskan

yiy = pe” (2.132)
dengan p dan B adalah skalar. Jika p#0,dan y dapat diturunkan multivektor
R=y(yy Y2 yang memenuhi hubungan

RR=RR=1 (2.13b)
Sehingga i dapat diberikan dalam bentuk kanonik

w=(0e")"R (2.13¢)
Dekomposilsi invarian ini mempunyai arti vang penting dalam pembahasan

selanjutnya.
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Kaitan antara aljabar ruang-waktu dengan aljabar Dirac dapat diperoleh.
Matrik Dirac yang dinyatakan dengan simbol x dapat dibawa dalam
korespondensi satu-satu dengan vektor basis yang ditunjukkan dengan simbol
vang serupa. Jadi aljabar yang diturunkan oleh matrik Dirac isomorphik dengan
dengan aljabar ruang-waktu. Arti geometri yang dikenakan terhadap vektor y, dan
produknya ada dalam aljabar Dirac meskipun hampir tidak ditegaskan dalam
literatur yang ada. Isomorphis ini menunjukkan geometri dari aljabar Dirac

terhadap ruang-waktu (Hestenes, 1990).

2.2. Persamaan Pauli

Persamaan gelombang non relativistik yang meliputi momen magnetik
dari elektron pertama kali dikemukakan oleh Pauli. Untuk menggambarkan spin
elektronnya, diberikan dua fungsi gelombang yang menggambarkan keadaan
dengan satu arah spin dan . fungsi gelombang lainnya menggambarkan keadaan
dengan spin yang berlawanan (Sokolov, 1966). Hestenes (1971) menghadirkan
kembali persamaan Pauli dalam bahasa multivektor dalam aljabar ruang-waktu.

Persamaan Pauli untuk partikel dengan massa m dan muatan e dapat

dituliskan dalam bentuk
Buyifi =y [Py - SAV wregy (2.14)
C

dengan i adalah bivektor konstan, ¢ potensial skalar dan 4 potensial vektor.
Operator momentum P, didefinisikan dengan

Pop="-Vili (2.15)
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Dengan mensubstitusikan P, dari persamaan (2.15) ke dalam persamaan (2.14),

persamaan Pauli dapat diekspansikan dalam bentuk yang lebih eksplisit
Ir g2 ¢
Bupih=(2m) ' [-RVE + = Aly +(eh2mc)(VA)yi + ey (2.16)
C .

Koefisien dari suku (VA)wi menentukan besarnya momen magnetik elektron.
Seperti dalam teori ‘Schrédinger, diidentifikasikan energi total £ dari

clektron pada keadaan stasioner yang didefinisikan dengan menggunakan
., 0 .
operator &£ =1 hE{ ,sehingga

o= Ey (2.17)
Pauli mengenalkan spin elektron yang ditunjukkan oleh
o8 = Lhyiy = pinliosU (2.18)
Generalisasi gari persamaan (2.17) meng'ar‘ah pada densitas energi total
yang didefinisikan dengan
pE= 1@ Yi) s = $H(0 Yil¥ —yid ¥) (2.19)
schingga elcktron mempunyai energi total atau energi rata-rata, tergantung
interpretasinya dari
(EY = Id'xpE (2.20)
Penggantian turunan ke waktu dari persamaan (2.19) dengan turunan ke

ruang mengarah pada komponen yang berkaitan dengan densitas momentum (atau

kanonik) total

PP = - W@ AT s = - 1D YA — yid W) (2.21)
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Densitas momentum total pP = pPyoyx dapat dikomposisi menjadi
densitas kinetik momentum pP dan densitas momentum potensial ped/c,
sehingga

Pror=P=p+ (elc)d (2.22)

Teori Schrodinger dapat diperoleh secara eksplisit sebagai kasus khusus

dari teori Pauli. Dituliskan

VA=V.A+VAAd=V.A+iB (2.23)
den gé,n B = VAA merupakan medan magnetik eksternal, sehingga dz;ri persamaan
(2.16) , dapat dibedakan bentuk

(e 2me)VAYypi = (ehi/2mc)Byos = -(e/me)Bsy (2.24)
dengans = $hos.
Jika bentuk ini diabaikaﬁ , dan jl.k;l i komut dengan y, maka persamaan (2.16)
identik dengan persamaan Schrodinger dan faktor imajiner konstan berkaitan

dengan spinnya.




2.3. Persamaan Dirac

Di sini persamaan Dirac dirumuskan kembali dalam bentuk medan spinor
real (Hestenes, 1967) yang memberikan interpretasi geometri untuk bilangan
imajiner yang nampak dalam persamaan Dirac. Perumusan Dirac ini ekuivalen
derigan perumusan konvensional yang diberikan dalam bentuk aljabar matrik
(Hestenes, 1975)

Dengan menganggap spinor Dirac i sebagai matrik kolom dengan 4

bilangan komplek, yang dituliskan dengan

¥ ) (‘71 15

P = Vol |2 ""': 17 (2.25)
WsJ Las +1' By
Vs o, +1 By

dengan « dan f merupakan bilangan real dan /' sama dengan (-1

dari aljabar

matrik. Representasi standarnya dituliskan sebagai

(1 0 _{o ~o; )
/o~[0 _J,n— [J;- 0 ) (2.26a)

Disini I merupakan matrik 2 x 2 dan dengan o} merupakan matrik Pauli 2 x 2,
dan matrik Hermitiannya memenuhi hubungan
oy;moy =11 (2.26b)
I{uantitas o, didefinisikan dengan o = x (k= 1, 2, 3) diinterpretasikan
sebagai vektor relatif terhadap sistem inersia yang ditunjukkan oleh vektor
timelike y. Kuantitas o menurunkan aljabar yang isomorpik dengan aljabar Pauli.

Dituliskan

ooy =i ‘ (2.27)




yang analogi dengan (2.26b). Dengan kata lain, dengan oy = % didapatkan

C1005 = J)ia%h, yang dapat dinyatakan hanya dalam representasi matrik 4 x 4

dari oy. Dari representasi standar (2.26)

0 .
m=%m=[ %] (2.282)
o 0
0 '
I= 010003 = Wyi7a)s = Vs = [’_, 0 j (2.28b)
didapatkan
o0
ig=| ) (2.29)
o oy )

Dituliskan basis ruang spinor

1 0 (0 0
0 1 [ 0 0
= = |, 1= LUy =
“lop ™ o™ |1 7 o
L0 0 o) !
sehingga
Tl =1y (2.30a)
iost = pyu =i (2.30b)
dan

Uy = - Qalty, U3y = Gz, Uy = il (2300)
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Dengan menggunakan persamaan (2.30c) dan persamaan (2.30b), spinor Dirac ¥
dituliskan sebagai

;P = yruy + yar T s +

=(y1 - ioayn + iosys + io1 Wiy

= {1+ (uo1 + faos+ 0303) T (B0 - ez + Prox ) F i}
Selanjutnya medan spinor Dirac dituliskan daiam bentuk

Y=y (2.31)

dengan y dituliskan secara langsung dari bentuk matrik (2‘.25) Vdengan
meﬁggunakan

y=on+ (uoy + pror + azos) t (ot - ;o * proa )} +ifss

=+ i + Baret st Brsn - capn T fien * v
(2.32)

Arti penting dari persamaan (2.31) dan (2.32) adalah bahwa satuan imajiner i
dieliminasi dengan menyatakan ¥ sebagai fungsi dari multivektor genap -
Multivektor 1 ini dapat dinyatakan sebagai elemen dari aljabar ruang-waktu

dengan menginterpretasi y sebagai vektor daripada matrik.

Persamaan Dirac untuk elektron dengan muatan ¢ dan massa m dart

medan elektromagnetik eksternal dituliskan sebagai

il

(178, - =AY =mcP (2.33)
C

dengan

Ou= _6_ dan A=Ay, (2.34)
Bxﬂ
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Persamaan Dirac (2.33) selanjutnya dituliskan dalam bentuk

CGRO- P =meY - (2.35)
C

dengan [=1v,0, (2.36)
Dengan menggunakan persamaan (2.31) dan persamaan (2.30Db), persainaan

(2.36) dapat dituliskan sebagai

-~

(ADppn- —Ay)n = meyu (2.37)

dengan vo dalam persamaan (2.30a) dimasukkan dalam persamaan (2.37) untuk
membuat koefisien #; menjadi multivektor genap. Selanjutnya persamaan (2.37)
dituliskan sebagai

(hOppn- —Ap)p=mey
atau

A0 ymn - —Ay=meyy (2.38)
C

Dengan mengalikan persamaan (2.38) dengan ) dan dengan menggunakan (2.30)
dan ('2.3 1), persamaan Dirac dapat diperoleh kembali. | :
Dengan

=57 =ik

persamaan (2.38) dapat dituliskan dalam bentuk

in0w- SAp=mcymn (2.39)
C
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Dengan menginterpretasikan y sebagai vektor daripada matrik, persamaan
(2.39) menjadi persamaan Dirac dalam aljabar ruang-waktu yang ekuivélen
dengan persamaan Dirac dalam bentuk matriknya. Dalam aljabar ruang-waktu,
persamaan (2.35) secara sederhana menyatakan potensial 4 scbagai kombinasi
linier dari vektor basis. Dan ‘operator Dirac’ yang diberikan dalam persamaan
(2.34) dapat diinterpretasikan sebagai turunan terhadap titik ruang-waktu x =
XpYoe

Artl pentihg dari persamaan (2.39)-adalah /' yang nampak dalam
persamaan (2.36) digantikan dengan bivektor satuan i = 7, karena bivektor im
mempunyai  interpretasi geometri dalam aljabar ruang-waktu. Sehingga
perumusan kembali teori Dirac dalam aljabar ruang-waktu memberikan arti dari

bilangan imajiner yang sebelumnya tidak ditunj ukkan dalam teori Dirac.






