LAMPIRAN A .

Arti Geometri dari Persamaan (2.3)

Dengan menuliskan kembalt produk geometri dari persamaan (2.3)

uv=u.vtuny (A1)

yang merupakan dekomposisi produk geometri menjadi bagian simetri uv = v
dan bagian asimetri # A ¥ = -~ v A &. Dari produk geometri (A.1) dapat ditunjukkah
bahwa Iproduk dari vektor kollinier adalah skalar dan produk dari vektor
orthogonal merupakan bivektor.

Produk geometri ini mempunyai interpretasi yang berbeda dehgan
produk dyadic (Boas, 1983) yang meuunjukkan sebuah komponen dan tensor

rank-2 dan juga produk (ou)( ov) dalam aljabar Pauli yang dipisahkan menjadi

produk skalar % . v dan produk i.( u A v ) dengan i bilangan imajiner satuan

 (Sokolov, 1966).

Produk geometri '(A.l) dapat diinterpretasi sebagai penjumlahan skalar
dan bivektor yang menghasilkan sebuah produk yang memuat keduanya.
Taterpretasi ini serupa dengan penambahan bilangan real dan bilangan imajiner
menjadi bilangan komplek yang memuat kedua bilangan tersebut (Hestenes,
1996). Produk geometri (A.1) ini selanjutnya mengarah pada multivektor sebagai
penjumlahan dari bagian skalar dan bivektor yang digunakan untuk
mengkombinasikan dua kuantitas yang berbeda.

Selanjutnya produk dyadic dapat dilihat sebagai bagian bivektor dari
produk geometri (A.1) dengan uv =# AV sebagai produk dari Qektor orthogonal.

Produk (ou)( ov) dari aljabar Pauli dapat diinterpretasi kembali dengan
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menganggap penjumlahan bagian real (skalar) dan imajiner i.( u A v ) tidak
membentuk kuantitas tunggal sebagai sebuah vektor atau skalar. Dalam
interpretasi ini bilangan imajiner satvan dari aljabar Pauli digantikan dengan

bivektor i yang mempunyai arti geometri.




LAMPIRAN B

Penurunan Persamaan Dirac dalam Representasi Matrik

Dengan menuliskan bentik dari persamaan Schrodinger
.. 0
ih— = J¥ (B.1)
ot

dengan ¥ merupakan fungsi gelombang yang menggambarkan state dari elektron.
Operator H diasumsikan menjadi fungsi dari operator momentum -/V dan massa m
yang nampak menggambarkan energi dari elektron. Untuk eletron bebas,
diasumsikan H tidak gayut waktu. Selanjutnya kaitan relativistik = g2 + miet

. Yang dapat

yang dikenakan pada penyelesaian gelombang bidang W o erip
diselesaikan jika persamaan (B.1) mengarah pada
[iﬁ %)d‘{’: [cz(— A +mzc4J'~I" (B.2)

Dikenakan turunan pertama i9/0f dari persamaan (B.1) untuk mendapatkan

2
(miJ v =il @ =y
& ot

= {cz(— ihV)2 + mzc“}P (B.3)
atau
H = (-ivVy +mc (B.4)
Persamaan {B.2) ini tidak lain merupakan persamaan Klein-Gordon. Jadj, jika suatu

fungsi gelombang memenuhi persamaan Dirac juga harus memenuhi persamaan

Schrodinger. Suatu fungsi gelombang relativistik yang memenuhi persamaan Klein-

Gordon konsisten dengan E” = p*c® + m’c”.




. Dengan H* menjadi bentuk kuadrat dari fungsi ~ic# V dan mc® | operator H
ini mempunyai bentuk linier dari -icfi V dan me’, yaitu
H=ca. (-ihV)+ fnc (B.5)
dengan o dan f beberapa konstanta yang mengarah pada representasi matrik. Darti
persaﬁaan (B.4) selanjutnya didapatkan
P = [(caih V) + ] [ea-in V) + fnc]
> el (= inv, Y

=N 2 ao Y i
;jc vy} ] S daa, + a0 f- iV Y- iV )

i»f

+> o B~ iV, Jnc’

+ iﬂa _(_ AV .)mc3 - Z(aug"" ﬂajx— fﬁ'Vt.)m&

+ it
= =iV} +mc* (B.6)

yang dipenubi jika

ac, o =0 (i#))

,j =12 .
o f =0 J (=123 (B.7)

al =B =1 [

Dengan menggunakan simbol antikomutator

{4, B}=A4B+ BA (B.8)
keadaan _in_i dapat dituliskan dengan

{eg, g3=0 (i #)

{a, f1 =0

o= = (G,j=12.3) (B.9)




Keadaan ini simetri di antara empat kuantitas «i, as, as dan 8, dimana masing-
masing kuadratnya adalah satu dan saling komut.Kuantitas tersebut sekuarng-
kurangnya merupakan matrik 4 x 4.

Sebuah matrik antikomut bebas liner, yaitu matrik Pauli o7 i=1,23)

diberikan oleh

0 i 0 —i 1 0 |
ay= [1 0) o] = (i 0] O'1=[0 _1J (B.lO)

yang juga hermitian dan tidak mempunyai trace

o, =0, Tra; =0 (i=1,2,3) (B.11)

yang memenuhi
| Uf:l (i=1,2,3), &6=-0,0 Ti0k

(i, ], k - siklik) (B.12)
atau ekuivalen dengan

{oi, o} =26

{a, 0} = 2igj0k

(i, 7, k=1,2,3) (B.13)
Pada persamaan (B.12) , 1 ini sebenarnya merupakan matrik identitas 2 x 2 dan
pada persamaan (B.13) matrik identitas dihilangkan, Dengan menggunakan
persamaan (B.13) dapat diperoleh

(a.o)b. o)=a.b+ic.(axb) (B.14)
dan |

e*®=cosa+ia.osina (B.15)




dengan a dan o merupakan 3-komponen vektor dan

a=lal, a=uah, ' 0'=(o"1,0'z,:G3) (B.16)
Satu hal yang penting dalam matrik Pauli adalah ci/2 dikenakan sebagai operator
momentum angular spin %. Dari (B.13) dapat dilihat bahwa ¢i/2 memenuhi aturan

komutasi dari momentum angular [J;, JSj] = ig/k :

o; 9 . O
L I =gy B.17
[2 2 } i 2 ®.17)

Matrik Pauli ini bebas, hermitian, tidak mempunyai f(race, antikomut dan

kuadratnya adalah satu. Matrik Pauli ini dapat dituliskan :

(9 o, _ (1 0 B 18
a; 5. 0 B [0 _[] (B.18)

dengan / adalah matrik identitas.
- Selanjutnya diperoleh persamaan yang linier dalam turunan ke waktu dan
konsisten dengan kaitan relativistik £° = p’c® + m’c". Dengan mengkombinasikan

persainaan (B.1) dan (B.5) didapatkan
ih%‘l’(x) —lca. (- V) + A T() (B.19)

dengan ; dan #merupakan matrik 4 x 4 yang didefinisikan oleh persamaan (B.9)

dan secara eksplisit diberikan oleh persamaan (B.18). Dengan ¢; dan S merupakan

matrik 4 x 4, furigsi gelombang ¥ mempunyai 4 komponen kuantitas (yang disebut

spinor Dirac, 4-komponen spinor atau spinor) :

¥ (x)
¥, (x) | :
() ’
¥, (x)

WP (x)= ¥, (n=1,2,3,4): komplek (B.20)




Persamaan (B.19) dapat dituliskan dengan menyatakan komponen ruang

dan waktu lebih simetri. Hal ini dapat dilakukan dengan mengalikan £ didapatkan :
0y . 2
ik ﬁ-é?LP = [cfou(-iV7) + mc)y ¥ (B.21)

dan-didefinisikan matrik gamma
p=pfr=pa (=12,3) (B.22)
Selanjutnya dengan 8y = 0/6t, V; = & persamaan (B.22) dapat dituliskan sebagai
[in (380 + $0) —mc]¥ =0 : (B.23)
atau

(ih 3,8, — mc)P=0 " (B23)

Persamaan ini discbut dengan persamaan Dirac untuk partikel bebas. Untuk

peréamaan Dirac yang melibatkan efek dari medan magnet eksternal yang

diberikan oleh potensial A, persamaan Dirac-nya mempunyai bentuk

(it yBu— %A o me)¥ =0 (B.24)
atau dapat dituliskan dengan

(ih yul— %A )= mcP (B.25)

Dari sifat persamaan (B.9) dari o; dan /3 dapat ditunjukkan bahwa empat matrik

yang diberikan dalam persamaan (B.22) memenuhi aturan anti komutasi :
{7 #} = 28w (B.26)

yang ekuivalen dengan y2 =1,y =1 dan semua empat matriknya lainnya anti

komut. Kaitan (B.26) disebut dengan aljabar Clifford yang ekuivalen dengan

persamaan (B.9).




LAMPIRAN C
Penurunan Persamaan (4.23)

Dituliskan kembali persamaan Dirac
in0w- SAdw=mewn (C.1)
¢

dengan operator energi-momentum r, didefinisikan dengan

R 4
P, y=0uyih - Z?A" W ‘ (C2)

Tensor energi -momentumya diberikan oleh

Tyw= %}’oﬁ"’ o (,EVW)}S

—~ e
= {}’owy(avwmﬁ - ;Avf/f]}
S
T e .
= tly, D7)~ — prds (C3)

Densitas energi-momentum proper diberikan oleh
pp=T(v)=wly (C4)
yang menggambarkan aliran energi-momentum sepanjang kecepatan streamline.

Didefinisikan tensor 7', dari persamaan (C.3) yaitu

L~ €
Tu=nplw= 7\’}’;:{7'17":-(6#’:’/’?’3!%)\, _”EPVVAV}

o~ e
= h(@ﬂyﬂyﬂ/)\, - szVAV (C.5)
Diberikan hubungan

hr(awa?ﬁ)v: %(awaysa - Wi}/?sa.uﬁ) (C.6)




Dari definisi spin yang diberikan oleh persamaan (4.5) yaitu %t//y,«r}} = P
ditunjukkan bahwa
: Vi e -
Ou(ips) = E(aywsw +yiy,d,7) (€.7)

Dari persamaan (C.6) dan (C.7) dan kedua sisinya dikalikan dengan '
didapatkan
AOWing = hyl Supin ¥ v+ D(ips) (C.8)

Dengan menuliskan persamaan Dirac (C.1) dalam bentuk
hl]t//i}@m=mc;y;@+%Aw (C.9)

dikalikan dengan % dan dengan menggunakan yy = oe’® diperoleh

1 (Qw)in 7 =mepe® + ZApv (C.10)
C

DE_:ngan mengkombinasikan persamaan (C.4), (C.5), (C.8) dan (C.10) didapatkan

i Tu= meps® + (ips) ciy
Bagién skalar dari persamaan (C.11) diberikan oleh

Twt™ mc;{vcosﬁ (C. 12)
Dan baéian bivekéomya dibg;ikan oleh

Tung=i (Onps) = -0,(PS ) (C.13)
dengan

Su=(is). #= i(sAn) (C.14)
Dengan 8,x = y, didapatkan

O Tun x)= Tunpu - Oulun x (C.14)




dan dari persamaan (4.16) dan (C.13) diperbleh

B T~ x =0 Tunx - Tun % =0 Tunx + pSy)
=(FxJynx (C.15)
dengan J,= TyAax+ pS, (C.16)
yang merupakan tensor momentum angular. Dengan T(v) = pp densitas
momentum angularnya adalah
JWy=pprx+8) (C.17)
dengan p A x sebagai momentum angular orbital daﬁ S = isv sebagai .momentum'

angular intrinsik atau spin.






