BAB III
VIBRASI DAN TINGKAT TENAGA VIBRASIONAL

MOLEKUL DIATOMIK

L1 Molckanl Diatomile sehagal Orilator Harmenik

Terdapat dua jenis gaya yang bekerja pada atom-atom yang menyusun
molekul diatomik. Pertama adalah gaya tolak-menolak antara dua inti atom yang
bermuatan positif dan antara awan elekiron kedua atom yang bermuatan negatif
Kedua adalah gaya tarik-menarik antara inti satu atom dengan awan elekiron atom
yang lain dan sebaliknya (Banwell dan McCash, 1994). Pada saat tenaga sistem
minimum, kedua atom akan diam dan berada pada suatu jarak tertentu sehingga
kedua gaya tersebut akan saling mengimbangi. Jika kedua atom didekatkan maka
gaya tolak menolak semakin besar sementara jika keduz atom dijaubkan satu
dengan yang lain maka gaya tarik-menarik akan membesar untuk ﬁ:empertahmkan
ikatan antara kedua atom. Setiap usaha untuk mendekatkan atay menjauhkan kedua
atom membutubken input tenaga. Pada saut tenaga minimum, jarak antar-inti atom
disebut jarak kesetimbangan atau panjang ikatan (bond length) r., (Banwell dan
McCash,1994). Semakin besar perubshan jarak antar-inti terhadap jarak
kesetimbangannya, semakin besar pula tenaga potensial yang dimiliki kedua atom

untuk kembali ke posizi kesetimbangannya.
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Gambar3,1. ¢ Kurva hubungan antara tenaga potensiat dengan jarak antar inti pada
model pegas yang mematuhi Hk, Hooke (Banweil & McCash, 1994)

Hal ini dap_at dianalogikan dengan gerakan pegas pada mekanika klasik
yang mematuhi Hukum Hooke. Secara umum .dau gederhana d@d dianggap kedua
atom penyusun partikel bergerak mendekat dan menjauh dalam gerakan harmonik.
Gerak semacam ini da.pat disederhanakan menjadi vibrasi harmonik suatu titik
massa di sekitar posisi kesetimbangan, atau dengan kata lain menjadi suatu model
osilator hamonik,

Secara klasik, osilator harmonik dapat didefinisikan sebagai suatu sistem
fisis yang terikat pada suatu titik kesetimbangan oleh suatu gaya lenting(elastic
Jorce) yang sebanding dengan pergeseran linear atau angular dari posisi
kesetimbangan tersebut atau suatu titik massa m  yang dikenai gaya sebesar F
sebanding dengan jarak x dari posisi kesetimbangan, dengan arah menuju posisi
kesetimbangan (Herzberg, 1950)..
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Maka dengan membandingkan Hukum Hooke dan Hukum Newton I, dapat

dituliskan:
Fo=—kx=m-— (3.1)

dengan ¥ adalah konstanta gaya. Penyelesaian persamaan differensial (3.1) di atas

dapat dituliskan dalam bentuk :

x = x, 8in(2av  t + @) (3.2)
dengan xomenyatakan amplitudo vibrasi dan @ adaiah tetapan fase yang bergantung
pada kondisi awal. Frekuensi vibrasional 1, dinyatakan dalam bentuk
(Barrow,1964):

1 k

Voo = T A m (3.3)

Karena gaya adalah turunan negatif tenaga potensial ¥, maka dari pers.(3.1) dapat

ditulis hubungan :
vV = lkxz = 27%mviesex’® (3.4)
2

Osilator harmonik merupakan suatu sistem yang memiliki tenaga potensial yang
sebanding dengan kuadrat jarak posisi kesetimbangannya, sehingga kurva tenaga
potensialnya berbentuk parabola.

Pada pers.(3.1) tampak bahwa gaya berbanding lurus dengan perubahan
Jarak antar-inti x=r-r,. Jika ditinjan masing-masing atom, maka untuk atom pertama
dapat dituliskan :

2
m, a;,; = ~klr — 1) (3.52)
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dan untuk atom kedua ;

a?zrz N
g T

Hr-r) (3.5b)

dengan »; dan r, adalah jarak atom pertama dan kedua dari pusat gravitasi,

r adalah jarak antar kedua atom dan r, adalsh Jarak kesetimbangan.

r 3 7
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Gambar 3.2 ; Skema susunan atomn pada molekul diatomnik (Herzberg,1950)

Hubungan antara 7, dan r; dengan » dapat dinyatakan sebagai berikut :

©e

P r 3.6a) -

! my 4+ my ' ( )

Fy = I, . (3.6b)
my + m,

Subtitusi pers.(3.6a)dan (3.6b) ke pers.(3.5a) dan (3.5b) akan menghasilkan :

sy d_‘;’; — _k(r _ ,.e) 3.7
m +m, di
subtitusi pers.{2.10) ke dalam pers.(3.7) menghasilkan :
d*r - :
p———(;tz ) = ~klr - r,) : (3-8)

yang sama dengan pers.(3.1) dengan x diganti oleh (r-7) yaitu perubahan jarak antar
inti terhadap jarak kesetimbangannya Tampak bahwa persamaan vibrasi dua atom

penyusun molekul diatomik telah tereduksi menjadi vibrasi satu titik massa
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yang amplitudonya sama dengan amplitudo perubahan jarak antar-inti dalam

molekul. Dengan demikian frekuensi vibrasi secara klasik mengikuti menjadi:

1 &
v, = — [— 3.9
o3C. 2” “J ( )

Reduksi ini menjadi penting untuk mencari nilai tingkat-tingkat tenaga
vibrasional dalam molekul diafom_ik dengﬁn menerapican penyelesaian secara
mekanika kuantum. Dengan mengasumsikan gerakean satn partikel bermassa
tereduksi u yang memiliki pergeseran x sama dengan perubahan jarak antar-inti
molekul r-r, dan mensubtitusikan persamaan tensga potensial (3.4) ke dalam
persamasn Schrodinger satn dimensi yang gesuai dengan derajat kebebasaq gerak
vibrasi molekul diatomik, maka (Eisberg dan Resnick,1985) :

dy  2u
St Byl =0 (3.10)

dengan mensubtitusikan pers.(3.9), didapatkan:

d*? 2 2muvY
dx'f'+[;3_[ :)xz]l/f=0 (3.11)

Jika diketahui parameter sebagai berikut

a = 2auvih dan B = UE R

F+65—“‘2 =0 (3.12)

Pers.(3.12) kemudian dinyatakan dalam variabel tak berdimensi:

¥4 ¥
oy k E
Lo {m[;) } =G 313

menjadi:
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2
Y, [-g- - uz)w =0 (3.14)

aGu

Penyelesaian pers.(3.14) harus memenuhi syarat bahwa i) dan turunan
pertamanya harus bernilai tunggal, kontinu dan terhingga untuk semnua nilai u dari
—o sampai +o0, untuk itu dilakukan metode penyelesaian asimptotik terhadap nilaj

lu fyang sangat besar (Pauling dan Wilson,1985). Sehingga pers. (3.14) menjadi:

d2
éugf =u'y |ulow (3.15)

Penyelesaian umum pers.(3.15) adalah:

w = Ae P 4 peuil :  (3.16)
Karena eigenfimgsi tersebut harus tetap terhingga pada saat |u I—:-oo_. maka pada
pers.(3.16) terlihat bahwa 3 harus sama dengan 0 sehingga bentuk eigenfingsi-nya
menjadi;

wl) = Ae ™" . |y| Seo -G
Langkah berikutnya adalah mencari penyelesaian untuk pers.(3.14) dalam bentuk:

ylu) = Ae™“ R f () (3.18)
dengan f{u) adalah fingsi yang akan dicari.
Dengan menurunkan pers.(3.18) ke turunan kedua kemudian disubtitusikan ke

pers.(3.14) dan dibagi dengan A€ ™" akan didapatian bentulc:

LI [_fzmjf_
F Zududr p =0 (3.19)
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Pers. (3.19) dapat diselesaikan dengan metode deret pangkat « dalam bentuk:
fu)=a, +au +au* +au’ + .. = >au (3.20)
n=0

Dengan rmengambil bentuk turunan pertama dan kedua kemudian disubtitusikan ke
pers.(3.19), didapatkan:
[ +2)e + e, + (B -1 - 20)a,}" = 0 (3.21)
n=0
Supaya persamaan ini berlaku untuk setisp nilai u, maka kuantitas dalam tanda
kurtng harus nol untuk setiap harga #, sehingga akan didapatkan hubungan sebagai

berikaut:

_ 2n + l.—ﬁ/cz)a

a
S S )

(3.22)

" Pers. (3_;22) disebut juga sebagai rumus rekursi (recursion formula).

Rumus rekursi dapat digunakan untuk mencari koefisien apaq4s,.... yang
dinyatakan dalam ap dan koefisien asases... dalam @, Tampak bahwa
penyelesaian pers.(3.19) akan memiliki dua konstanta sembarang yaitu a, dan a),
vang sesual karena pers.(3.19) merupakan persamaan diferemsial orde kedua
(Beiser,1987). Penyelesaian umuom tersebut kemudian disajikan dalam bentuk deret
sebagai berikut;

flu) = ao(l + 22,2 B4 e G5 Baly s

ag a, a, a, a, q,

(3.23)

a e, a, s a, a,a
+a1[u+—1u3+—-5——3u +-—7——-—5——~3u7+.-)
& 3 as a; q

Tampak bahwa deret pertama merupakan fimgsi genap u dan deret kedua adalah
fimgsi gasal 4.
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Dengan menggunakan hubungan rekursi (3.22) didapatkan perbandingan @,+2/@:

e (2”' +1 - ﬂ/&)
e, (r+1)fn+2)

(3.24)

Dari pers.(3.24) dapat dibuktikan bahwa eigenfungsi yang memenuhi syarat
didapatkan jika:

2 =25 +1 (3.25)
o

Dengan memasukkan nilai parameter-parameter # dan « ke dalam pers.(3.25) dan
mengganti » dengan v akan didapatkan {penjelasan lebih rinci lihat Lampiran B) :

E=h v(v + —‘2-) _ (3.26)
dengan v adalah frekuensi osilasi secara klasik dan v adalah bilangan kuantum
vibrasional yang merupakan bilanganutnh =90, 1,2, 3,....

Nilai tenaga dari pers.(3.26) adalah nilai yang diijinkan oleh mekanika
kuantum untuk molekul yang bervibrasi secara harmonik. Dari pers.(3.26) tampak
bahwa pada tingkat tenaga terendah yaitn pada saat v=0, F tidak sama dengan not
melainkan E(0)=1/2 hwv,, Jadi pada tingkat vibrasional terendah, tenaga
vibrasionalnya tetap ada, tidak bernilai nol seperti prediksi mekanika klasik
sehingga atom-atom penyusun pada setiap molekul tidak pernah benar-benar dalam
keadaan diam satu dengan yang lain (Banwell dan McCash 1994). Tenaga
vibrasiona! terendah ini disebut tenaga titik nol ( zero point energy).

Dengan mengubah persamaan tenaga pada pers.(3.26) ke dalam satuan
spekiroskopik yang lebih umum digunakan (dalam satuan bilangan geiombang, cm™)

dengan membaginya dengan k¢ didapatkan nilai sukn (ferm values) dalam bentuk
(Herzberg,1950):
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o) = 28 - Yen gy 1y 6.

he
Pada spektroskopi, w../c biasanya disingkat dengan Dose, BlANT saja yang
menyatakan bilangan gelombang (wavenimber) dari molekul dan biasanya dipakai
untuk menyatakan fiekuensi vibrasi molekul dalam satuan cm’,

Dengan demikian pers.(3.26) dapat ditulis kembali dalam bentuk :

G(v) = alv + L) (3.28)

SR
= S

3 2
S

Energ {em™")

Gambar 3.3 ; Kurva tenaga potensial dan tingkat-tingkat tenaga osilator harmonik
(Banwell & McCash,1994)
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IIL.2. Molekul Diatomik sebagai Osilator ;ﬂmharmnnik

Meskipun pendekatan osilator harmonik pada molekul diatbmik
memberikan hasil yang cukup dekat dengan hasil pengamatan spekiroskopi, namun
molekul yang sesungguhnya tidak tépat mematuhi pendekatan tersebut. Tkatan antar
atom pada molekul yang seungguhnya, meskipun elastis, tidak homogen dan tidak
mematuhi Hukum Hooke. Pada jarak antar atom yang besar, gaya tarik menarik
menjadi tidek ada karena ikatan antar atomnya putus dan molekul terdisosiasi
menjadi atom-atom sehingga tenaga potensialnya menjadi konstan. Kurva tenaga
potensial untuk molekul yang sesunggutmya tampak pada Gb. 2 .5. Titik minimum
kurva tersebut memunjulkan posisi kesetimbangan. Terlihat bahwa pada. dagrah
sekitar kesetimbangan kurva tersebut mendekati bentuk parabola (garis putus-
putus), sehingga menjelaskan bahwa pada perubahan Jarak antar inti yang tidak
begitu besar, pendekatan osilator harmonik memberikan hasil vang cukup
memuaskan,

Bentuk kurva tenaga potensial untuk osilator anharmonik dinyatakan secara

empiris oleh P.M. Morse menurut persamaan berikut (Svanberg,1992) :

Vir-r)= D, [1 - e"“(”""}]z (3.29)

yang disebut Fungsi Morse dengan D, adalah tenaga disosiasi yang besamyé. actalah

(Herzberg,1950):

p,=-2 -7 ' 3.30)
4, 4x (3.

e

dengan ¢ adalah suatu konstanta yang nilainya berbeda untuk setiap molekul.
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Terlihat bahwa fingsi ini memberikan bentuk kurva yang tepat dengan hasil
pengamatan untuk molekul yang sesunggubnya. Jika r—»comaka ¥ mendekati D, dan
untuk »=r, maka ¥ memiliki nilai minimum (¥=0).

Jika fingsi Morze ini disubtistusikan ke dalam persamaan Schrodinger,

diperoleh persamaan dalam bentuk:

v 2l p (- eem)) <o

(3.31)

Jika dikenatkan parameter sebagai berikut:

r—r,

P

g = (3.32)

maka pers.(3.31) dapat ditnliskan dalam bentuk yang lebih sederhana (Kondratyev):

dvla), 2o fp - pG- ) =0 o
dengan:

a = ar, {3.332)
dan I, = ur? (3.33b)

Langkah penyelesaian pers.(3.33) dimulai dengan mengenalkan variabe} baru yaitu :

¥ = @™ gehingga pers.(3.33) dapat dituliskan dalam bentuk :

dv ldy 2, (E-D, 2D,
z?*';dy*az#[ RS A

J J
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Fungsi y~ dinyatakan dalam bentuk :

w="1 (%; (3.35)

dan mencari turunan pertama dan kedua dari pers.(3.35), pers.(3.34) dapat

dituliskan kembali dalam bentuk:

2D D . o
L A P
S [yz P ]f (3.36)
dengan :

, 2L

AT = =3 (3.37)

E-D, 1

dmn 2= Tt Y (3.38)

Langkah selanjutnya adalah mencari penyelesaian asimptotik dari
pers.(3.36) untuk nilai y yang sangat besar. Dari pers.(3.36) terlihat bahwa untuk
nilai y besar maka suku-suku dengan f)enyebut y dapat diabaikan, sehingga

pers.(3.36) dapat didekati dengan pergamaan:

’12 .
f"*’“D;z?f=0 (3.39)

yang merupakan persamaan differensial orde dea. Penyelesaian umum pers.(3.39)

adalah:
f = de™® + Be”? : (3.40)
er .
dengan : B = - D (3.41)
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Seperti pada kasus osilator harmonik, suku kedua barus sama dengan nol agar fungsi
J terhingga di seluruvh daerah jangkauan y. Sehingga pers.(3.40)} dapat

disederhanakan kembali menjadi:

fy)= de ? | (3.42)
Langkah selanjutnya adalah mencari penyelesaian fungsi /'dalam bentuk:
)= de”c(y) )

Dengan menghitung turunan pertama dan kedua £, mensubtitusikan ke dalam

pers.(3.39) dan membaginya dengan A2~ #” | akan didapatkan bentuk:
" , Q 2D
C" - 28C" + ,12(_—2— +5—IC=0 . (3.44)
y ay
Sama sepertl penye.lesaian pers.(3.19) unfuk kasus oéilator harmdnik maka

penyelesaian untuk C' akan berbentuk:
C = Z b, y<" (3.45)
n -

Dengan mensubtitusikan pers.(3.45) ke dalam pers.(3.44) akan didapatkan:

LR

Lon‘(k +nfE +n 1)yt - 157, b (k + npytm

3.46
+ ZﬂZanyhn_l + ‘Z’ZQanyk—f?ﬁ—Z =0 ( 4 )

Dengan menyamakan suku-sula dalam pers.(3.46) dalam bentuk y**™! | didapatkan

persamasn rekursi unhik koefisien-koefisien polinomial tersebut dalam bentuk:
ik + e 0k + n)+ 20D, = RBG + ) - 28%], G4

Untuk memenuhi syarat polinomial C bernilai terhingga, ditetapkan syarat batas

b6=0 dan by;=0 sehingga dari hubungan rekursi (3.47) didapatkan:
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Bk +1) = -2 (3.48a)
den

F+v+l= g (3.48b)
dengan mengeliminasi I didapatkan:
B =(B-v-v-1)= 8 -280+ L)+ vv+1) (3.49)

Langksh selanjutnya, dengan mensubtitusikan nilai Q dan £ sehingga didapatkan:

E(v)~zﬂ ray)-f (H‘)2 (3.50)

Dengan memasukkan nilai A dan memperkenalkan parameter baru

yaitu(Kondratyev):

h v
3.51
dengan mengingat (Kondratyev):
2D
V*E;\—-EJ' 32

~ maka didapatkan (penjabaran lebih rinci lihat Lampiran C):

E)=hv{v+ &)= hwx (v + LV (3.53)
dengan v=0,1,23..... adalah bilangan kuantum vibrasional seperti pada osiiator
harmonik.

Pers.(3.53) menunjukkan tingkat-tingkat tenaga yang diijinkan untuk
osilator anharmonik dengan pende_katan empiris yang dilakukan Morse. Parameter
x, disebut sebagai konstanta anharmonisitas (anharmonicity constant) dengan

Wy << V.
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Jika pers.(3.53) dinyatakan dalam satan cm® maka didapatkan nilai suku untuk

osilator anharmonik berikut ini(Herzberg,1950):

6V)=alv+ L) -a (v+if (3.54)
dengan @radalah bilangan gelombang (wavenumber) molekul.

Persgmaan (3.53) dan (3.54) menunjukkan bahwa tingkat-tingkat tenaga
untuk osilator anharmonik tidak memiliki selisih yang sama seperti pada osilator
harmonik melainkan semakin berkurang dengan bertambahnya v. Tenaga titik nol
untuk osilator anharmonik didapatkan dari pers.(3.54) dengan memasukkan v = 0:

G0)= o -t m, (3.55)

Karena jarak antar tingkat tenaga pada osilator anharmonik tidak sama
lagi, maka jarsk sniar tingkai tenaga dinyataken dalam benfuk (Kondraiyev):

AG(V) =@ - 2x,w(v + 1) (3.56)
yang menunjukkan bahwa jarak ini semakin kecil dengan bertambahnya bilangan
kuanfum v. Pada pers.(3.56) terlihat bahwa AG{v) = 0 pada nilai batas v tertentn
yang diberikan dalam bentuk (Banwell & McCash,1994):

AG(Y) = afl - 2x,(v, +1)] =0 (3.57a)

~1
. (3.57b)

Dengan mensubtitusikan pers.(3.57b) ke pers.(3.54) dan memasukkan nilai x, akan
didapatkan hubungan:

Gmax(v) = ‘De | (3.58)
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yang menunjukkan bahwa tenaga vibrasional suatu molekul diatomik tidak dapat
melampaui tenaga disosiasinya. Keakuratan fingsi Morse terhadap  hasil

eksperimen disajikan dalam Gb. 3.4.
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Gambar 3.4. : Bentuk kurva Morse (Garis putus-putus) dibandingkan dengan kurva eksperimen
oleh Rydberg (paris tak terputus) untuk mofekul B;. (Herzberg, 195G)






