LAMPIRAN A
PERSAMAAN SCHRODINGER SATU DIMENSI

TAK BERGANTUNG WAKTU

Persamanan gelombang Schrodinger memungkinkan ditentukannya fingsi
¥ untuk koordinat rueng dan waktu, yeng disebut juga sebagai fingsi amplitudo
peluang (probability amplitude functions) (Panling dan Wilson,1985). Persamaan
tersebut dinyatakan dalam bentuk persamasn differensial orde dua. Ditinjan suatu
partikel dengan massa m yang bergerak pada satu garis lurus pada arah sumbu x
dalam sebuah sistem yang ditentukan oleh suatu fingsi energi potensial ¥{(x) di
seluruh daerah —a <x< +o0. Persamaan Schrodinger untuk sistem ini dinyatakan

dalam hentul :

B "¥(x, 1) k¥
Syczm axz + V(I}P(.I, I) = = % T (A.l)
dengan ‘I‘(x, t) adalah fungsi gelombang Schradinger bergantung waktu yang

merupakan hasil kali dua fungsi, yaitu fingsi yang berganting pada waktu saja dan

F(x, 1) = w(x)ol) (A.2)
dengan yA(x) adalah fungsi gelombang yang bergantung pada koordinat saja, dan
¢(t) adalah fungsi gelombang yang bergantung waktu saja.

Fungsi gelombang Schradinger ini terkait erat dengan mekanika kiasik
Newton melalui hubungan sebagai berikut :

H(p,x)=T(p,)+7(x) = £ (A3)
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yang menyatakan bahwa tenaga total £ merupakan jumlah dari tenaga kinetik dan

tenaga potensialnya yang sama dengan fingsi Hamiltonian 5 (px, x). Hamiltonian

tersebut dityatakan dalam bentuk :

H(pz)= —p  +V(x)=E (a4)
2m

dengan p, adalah momentum partikel
. S . . h 8
Jika p; diganti dengan operator diferensial o dan E dengan

74
h @

ey dan dioperasikan terhadap fingsi W(x,¢) maka pers.(A.4) menjadi :
1

2 2
H[—E—;—q—,xj‘?(x,r)=—h—a?+w= (A.5)

o¥
2@ &x 87°m &t &t

_h

2n

yang identik dengan pers.(A.1). Dengan demikian persamasn Schradinger juga
dapat dinyatakan dalam bentuk :

HY = E¥ (A.6)

Dengan mensublitusi pers.(A.2) ke dalam pers.(A.1) kemudian dibagi dengan

W(x)qv(t), akan didapatkan bentuk sebagai berikut :

1 R? d*wix) _h d
w(x){” 8m i’ *V(")“’(")]‘“m gol(t) Z@ (A7)

tampak bahwa suku di sebelah kanan pers.(A.7) adalzh fingsi yang bergantung

waktu sajz dan di sebelah kiri adalah fungsi yang bergantung pada koordinat saja.
Digunakan hubungan pers.{A.5) dan (A.6) , pers.(A.7) dapat dibagi menjadi dua

persamaan sebagai berikut:

delt
021

(A.83)
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dan :

Wod
- :;g“) + Vxw(x) = Ey(x) (A.8b)

Pers.{A 8b) dikaliken dengan -8m/h untuk mendapatkan :

d? 872 m
el R T (a.99)
atau dituliskan dalam bentuk lain :
dy  2m
ki (E-¥=0 (A.9b)
dengan 2 = L .
2T

Pers. (A.9b) adalsh persamaan Schrodinger satu dimensi tak bergantung waktu

untuk gerak partikel pada sistem dengan arah sumbu x dan potensial ¥.




LAMPIRAN B

PENJABARAN PENYELESAIAN PERSAMAAN SCHRODINGER
UNTUK KASUS OSILATOR HARMONIK

Dengan mengasumsikan gerakan satu partikel bermassa u yang besamya
pergeseran x sama dengan perubahan jarak antar inti -7, molekul dan memasukkan

persamaan tenaga potensial (3.4) ke dalam persamaan Schrodinger, maka:

dy 2
Tt Bk =0 (B.1)

dengan memasukkan nilai ¥ dari pers.(3.12):

ko= Axtuv? - | (B.2)
_ didapatkan;
d*w |2uE (2muv 2

Jika diketahui parameter sebagai berikut

@=2muvji  dm 8 =YE[R
maka;
dzw 2
—dx2+(ﬂ—W}#=0 (B4)
Persamaan di atas kemudian dinyatakan dalam variabel tak berdimensi:
¥4
2 ( k ()
8= Jax = | 2212 x =iy
{TIZE (p) ] L ®3)
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didapatkan
dy  du dy dy
_— T — e’ = o —
dx dx du Va du
dan;
szgif_(?f?_i d (dy _adzgy
dx? dx du A dx O dn?
sehingga menjadi:
dy
1 ™ -i-(ﬂ-—auz)z 0
atau:

2
g—w—{»(-’g—uz]m:()

du? (71
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(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

Penyelesaian persamaan di atas harus memenuhi syarat bahwa y{u) dan turunan

pertamanya harus bernilai fungeal, kontinu dan terhingga untuk semua nilai x dari

—eo sampai +oo . Untuk ifa dilakakan metode penyelesaian asimptotik untuk nilai

|u I'yang sangat besar {Panling dan Wilson,1985). Sehingga pers.(B.9) menjadi:

d?w )

o =W W , !ul—m

Penyelesaian umum persamaan di atas dapat dinyatakan sebagai berikut:

w = Ae PR 4 el

dengan 4 dan B adalah konstanta sembarang.

(B.10)

(B.11)

Bukt: bahwa pers.(B.11) adalah penyelesaian pers.(B.10) dijabarkan

sebagai beriku:
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dy = A(—- ze)ze'“zfz + Bue“P (B.11a)
dan:

, ,
<y _ Al= z‘t)ze"‘z’(2 — Ae™ 4 Byl o g

B.11b)
= A(uz - 1_)3'“212 + J_B’(u2 + 1)9“2’b
karena berlaku untuk | 2 [« , sehingga menjadi:
2
2—-? = Anle™R 4 Ryleh
au _
2 -? u?
=y (Ae P+ Be £) | (B.110)

= uzw
Térlihat bahwa pers.(B.10) terbukti benar.

Karena eigenfungsi tersebut harus tetap terhingga pada saat lu I-éoo,
maka dari pers.(B.11} terlihat bahwa B harus sama dengan 0. Maka bentuk
eigenfingsi-nya menjadi:

W(u) = AP Nulsw ' (B.12)
Langkah berikutnya adalah mencari penyelesaian untuk pers.(B.9) dalam bentuk:

ylu) = de™P f(u) (B.13)

dengan flu) adalah fimgsi yang akan dicari. Untuk mencari fi) maka dihitung;

dW - nzﬁ —-uZ}’Z C‘.’f
— T ._..A + ‘4 —_—
, ue " °f e ; (B.14)
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dan;
dzw _ﬁz - —.'12 _ﬂz df
dz_f-z—Ae fzf+Au“e fzf—Aue ’{2-(};
Au—ﬁf?. .f+A—1£2;2df
a’u i’ (B.15)
cff dzf
=4 + 2u —
¢ [ ALY di duz)

Kemudian ¥ dan ¢’ w/du” disubtitusikan ke pers.(B.9) sehingga didapatkan:

_m( frutf -2 dzf]* B gethy _anreihy = 0 p16)

du  du’ «
Pers.(B.16) dibagi dengan Ae™”  maka:

dzf_pﬂd_er(g

dii® du o

- 1} f=0 (B.17)
Persamaan ini dapaf diselesatkan dengan metode derst pangkat 4 dalam bentuk:
flu)=ay +qu+ap® +au’ +.. = >aur (B.18)

Koefisien aq 4;, a,...ditentukan dengan memasukkan pers.(B.18) ke dalam
pers.(B.17) dengan syarat bahwa persamaan akhiroya dapaft terselesaikan

untuk sembarang nilai «. Untuk itu dihitung :

% = Z nau™' =la, + 2au + 3au’ + .. (B.19)
u =1

dan;

2 =)
d { = Z (n-Dnrau™? =1.2a, + 23au + 34au° + ... (B.20)
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Dengan memasukkan ke dalam pers.(B.17) akan didapatkan:

1.2a, + 23a.u + 34a2° +45eu” +....— 2.1lau - 22a.u° ~ 23a.u" — ...
2 3 4 5 i 2 3

+ {(Bfa -1, +{(Bla —pu + (B/a —ap® + (Bfa-Yaw® +.. =0

Karena persamasan tersebut harus dapat terselesaikan untuk seluruh nilat & , maka
koefisien-koefisien unmk“set.iap nilai 7 harns sama &engan nol. Se.hingga. didapaﬂcan

untuk masing-masing nilai #:

T 12a, + (B/a ~1)a, =0
a0 23a, + (Bla—1-21)a =0
B.22
w? i 3da, + (Bla-1-22)a, =0 (B-22)
u’: 45a; +(Bla-1-23k, =0
Terlihat bahwa untuk setiap pangkat ke-» dari « didapatkan hubungan:
w®: p+ D+ 2N, +(Bla-1-22)=0 (B.23)
sehingga akan didapatkan hubungan sebagai berikut:
@n +1- Bla)
a!‘H— = an. 24
* T e e+ 2) 5.2

Persamaan di afas disebut juga sebagai rumus rekursi (recursion fornuia).

Rumus rekursi di atas dapat digunakan untuk mencari koefisien @z a¢qd5....
yang dinyatakan dalam a, dan koefisien a; asay,.... dalam a). Terlihat bahwa solusi
persamaan B.17 akan memiliki dua konstanta sembarang yaitu agdan ¢, yang sesuai
karena pers.(B.17) merupakan pei"samaan diferensial orde kedua. Penyelesaian

umum tersebut kemudian disajikan dalam bentuk deret sebagai berilast:
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a a, a Qs a, @
J)=ag|l+ 222 22220, D6 84 Ba 6 |
Qg @z Qg Qq Q3 @

. (B.25)
a d. a4 d, d. a
+a1(u TRt S IPVE R At Bjuc: BV +]

a, a3 4, s a; 4,

Terlihat bahwa deret pertama merupakan fingsi genap # dan deret ‘kedua adalah
fungsi gasal u. Namun dari persamaan di atas juga tampak bahwa untuk sembarang
nilai Her, maké deret tersebut akan memiliki jumlah suku yang tak berhingga. Hal
ini tentu saja tidak dapat menghasilkan eigenfingsi yang memenuhi syarat.
Eigenfungs: yang memenuhi syarat ini hanya dapat diperoleh jika /" merupakan
polinomial dengan sulm yang berhingga, yaitu apabila deret fberakhir pada nilai »
tertentu, sehingga koefisien a, akan menjadi nol untuk harga » yang lebih tingai

dibanding nilai tertentn tersebut. Dengan demikian y akan mendekati nol pada saat

/2

—uz . - .
u—oo karena faktor e . Kemudian didapatkan perbandingan @,/ dengan

menggunakan hubungan rekursi di atas:

Cnez _ (2’1 +1 - fla)

a, (n + 1)z + 2) (B.26)
Dari hubungan tersebut dapat dibuktikan bahwa jika:
LA P | @2
a
dengan:
n=1375,... Jika qp=0
n=0,24,... Jkaa=0

Maka Gu+s = Gniqd = Gues =0, Seperti yang diharapkan.




58

Perlu dicatat bahwa pers.(B.27) merupakan deret koefisien saja, yaitu
deret » genap yang dimulai dengan ¢q dan deret » gasal yang dimulai dengan a;. Jika
72 genap maka ¢;=0 dan hanya pangka; u genap muncul pada polinomial. Jika » gasal
maka ¢y=0 dan hanya pangkat # gasal yang muncul pada polinomial. Maka dapat
dikatakan bahwa pers.(B.27) adalah persyaratan yang perlu dan cukup supaya
| fungsi gelombang nya ﬁlemiiiki penyeleséiaﬁ yﬁng mem.enuhi syarét.

Dengan memasulkan nilai dari parameter-parameter 7 dan o ke dalam

pers.(B.27) akan didapatkan:
2mE A 2E 2K
q — — Z —— = 273 + 1
R 2mmyv  2miv hv
ataii:
E =hv(e + L) : (B.28)

Didapatkan eigennilai umtuk fenaga potensial osilator harmonik sederhana
berdasarkan Hukum Hooke yang dinyatakan dalam fiekuensi vibrasi klasik v

Dalam pembahasan mengenai tingkat tenaga vibrasional Igolekul diatomik
maka » dapat diganti dengan v=r=0,1,2,3,.....yang merupakan bilangan kuantum

vibrasional.



LAMPIRAN C

PENJABARAN PENYELESAIAN PERSAMAAN SCHRODINGER
UNTUK KASUS OSILATOR ANHARMONIK

DENGAN FUNGSI POTENSIAL MORSE

Tenaga potensial untuk osilator anharmonik dinyatakan secara empiris

oleh P.M. Morse menurut persamaan berikut (Svanberg,1992) :

el R
Vir-1r)=D, [1 — ")] | (C.1)
yang disebut Fungsi Morse dengan D, adalah tenaga disosiasi dan o adalah suaty
konstanta yailg nilainyg berbeda untuk seﬁap molekul.
Jika fungsl Morge imi disubtistusikan ke dalam persamaan Schrédinger, |

gehingga persamaannya menjadi:

‘z:": + i": e - p.G - )

{C.2)
Jika diperkenalkan parameter sebagai berikut:
r—r
== (C3)
dan:
dg 1 .
dr r, G €4
sehingga:

59




60

dy dy dg _ 1 dy » (C.5)

dan:

Py dg d (dy 1 d%
= [ = — (C.6)

- - sehingga pers. (C.2) menjadi :

1 d*y  2u [ - th

— + = |E - D, —e™™ =90 C.7

St E Rl (7
dengan:

a = ar, {C.8)

Ruas kanan dan kiri pers. (C.7) kemudian dikalikan dengan r.” sehingga didapatkan:

Y] 2
v, [E - D - e*“Q)zl.// =0 (C.9)
dq i
diketahui bahwa:
I, = ur’ (C.10)

e

.,

maka pers.{C.9) berubah menjadi bentuk yang lebih sederhana:
dy 21 . 2 :
*———dzgq)'{' Mh; ¥ - De(l—. e aq) = 0 (Cll)
Langksh penyelesaian pers.(C.11) dimwiai dengan memperkenalkan
variabel baru yattu :
y=¢e%

sehingga persamaan tersebut berubah menjadi:
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2
A &L, (12)
dyt  ydy &H y ¥

Kemndian fingsi i dinyatakan dalam bentuk :

v = fO) i (C.13)
Jr
kemudian mencari turunan pertama dan kedua dart pers.(C.13) sebagai bertkut :
' L3 E
y' = -3y f+yif (C.14)
dengan *dan f* memunjukkan turunan pertama v dan f; dan:
v _ 33 ST e W | i
o=y -y eyiS (C.15)

dengan w/dan /" menunjukkan turunan kedna y dan £
Subtitusi pers(C.14) dan {C.15) ke dalam pers(C.12) menghasilkan dan

menyederhanakan notasi D,=D :

@t;f’+-1—w’+ 2L, (E_D+2D—D)W*0 (C.16)
y an { y '

-3 —2 -1 _' -3 B
<3y if-yifryif +y'(—£—y*f+f‘f)
21, [E—D 2D
+

+ - D=0
Ay y ]W

(C.162)

" o 2 (E-D 2D |

dengan mengingat pers (C.13), maka:

o S 2L (E-D 2P -t
@y‘(%y2f+f)+azhz[ e _+7—DJy‘f=0 (C.16c)




pers.(C.16¢) dibagi dengan y™' sehingga didapatkan:

, a ki ¥ ¥
w 1 2, {E-D 2D
= f +(:4y2+a2ﬁ2( = +—-_~—DJ]f:O

¥y b

, |2, (E-D &% 2D
< ff+155 — + 5+ — - =0
a‘h ¥ 81,y ¥

w |2, {E~-D K 2D D
S S St st =% =0
fi a'y 81y a’y &
Jika diperkenalkan :

21

2 _ 2
AS = .
pers.(C.16g) menjadi ;
- -
R e e |
L a’y 44 3 a‘’y a'}]

<:>f"+{)12 [E—2D+ t )_13_4__2_2_%}_;‘:0

a A7 y a y a
dan diketahni :
F-D 1
= +
¢ a’ 4R

f”+12({2,+£—£2Jf=0
v ay a
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(C.16d)

(C.16e)

(C.165

(C.16g)

(C.17)

(C.16h)

(C.161)

(C.18)

(C.19)



Langkah selanjutnya adalah mencari penyelesaian asimptotik pers.(C.19)
untuk nilai y yang sangat besar. Pada pers.(C.19) tampak bahwa untuk nilai y —w
maka suku-suku dengan penyebut y dépat diabaikan, sehingga persamaan tersebut
berubah menjadi:

;LZ

ST-D—
a

f=0 o o - (c.20)

yang merupakan persamaan differensial orde dua Penyelesajan vmum persamaan

ini kemudian dapat dilihat seperti pada kasus osilator harmonik yaitu:

f = Ae™® + Be# (C.21)
Al _ _ .
dengan : ;52 = E“;‘g“ D (C.22)

Analog dengan osilator harmonik maka suku kedua harus sama dengan nol untuk
* memenuhi syarat keterhinggaan fungsi f di selurub daerah jangkavan y. Sehingga

pers.(C.21) dapat disederhanakan kembali menjadi:

fly)= 4e” (C.23)
Langkah selanjutnya adalab mencari penyelesaian fimgsi /dalam bentuk:
fy) = de"”C(y) (C.24)

dengan C(y), adalah fungs1 vang dicari penyelesaiannya untuk penyelesatan fungsi /.

Dengan menghitung furunan pertama dan kedua dari f, memasukkannya ke

dalam pers.(C.19) dan kemudian membaginya dengan de ~ % | akan didapatkan

bentuk sebagai berikut:

20
%Jr —-;‘3-'0 = 0 (C.25)

C" - 28C" + ,93(
y'  a'y)
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Analog dengan penyelesaian untuk kasus osilator harmonik maka penyelesaian untuk

¢ akan berbentuk deret pangkat yang dinyatakan dalam bentuk :
= 3 by g (C.26)
n
kemudian mencari turunan pertama dan kedusa pers.{C.26) didapatkan:
=Sk - (27

C" =3k + )k + 0 — 1y (C.28)
dan dimasukkan ke dalam pers.(C.25)akan didapatkan:

@Ebn(k-!-ﬂ)(k-l-ﬂ— ) k+n-2 2’5’26 L+FZ k+n-1

L (C.292)
(% 2z =
yooa'y,

= an(k + fl)(k + R 1) fen-2 Zﬂz bu(‘I' + fﬂ k+n-1
’ - (C.29b)

+ X0 8, z

dengan mengingat pers.{C.22) maka pers.{C.29b) berubah menjadi:

= an(k + n)(f: +n—1)ym? - Z L+ ny Bt
0

C.29
+ 2)822 bn_}’ krn-1 4+ AZQZ bnyk+n_2 — ( C)

kemudian dengan menyamakan suku-suku dalam pers.(C.29¢) tersebut dalam bentuk

' sebagai berikut:

z » [k +(n+ 1)][k +{n+1) 1])11”(““’)'2 - Zﬁz b (k+ njy !

Zﬁ zbnyiunl + ;{‘zQZ Y k-n-(n-l-i)—z =0

..(C.29d)
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& P b+ as Yk +aly™ — 283 b (k + m)p

. 2 C.29¢)
+ gﬁEZ bﬁyk+u-—l + R&QZ bnl:l:'}k+r.—1 - 0 ( 4

Supaya persamaan ini berlaku untuk semua nilai y maka koefisien deret tersebut

harus bernilai nol untuk setiap nilai y sehingea -

[+ n =1+ n)+ 20}, +RB - 280 + )b, =0 (co9p
maka didapatkan hubungan rekursi untuk koefisien-koefisien polinomial tersebut

yang dinyatakan dalam benfuk :

[0 + n+ Dk + n)+ 20b,., = RBGK + n) - 2587, (30
Untuk memeﬁuhi syarat keterﬁinggaan polinomieﬁ .C maka ditetapkan syarat batas
by=0 dan by.;=0 sehingga dar: huf)ungan rekursi di ata;‘s didapatkan:

1. lika Bg = 0—=h, = 0, untuk » = 0, maka subfitusi ke pers.(C.30)
didapatkan;

< [+ 0+ 1+ 0)+ 20, = 0 (C.31a)

karena by = by 20, maka ;

S EE+1)+ 20 =0
< FE+1) = 220

{C.31b)
2. Jika by = 0By =0, untuk n+1 = v+2, sehingga n» = v+1, maka
~ subtitusi ke persamaan rekursi (C.30) menghasilkan :

0 =280 + (v +1)) - 28}, (C.32a)

karena by = 0, maka ;
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& 28k +v+1) -2 =0
< 28k +v+1) =28 (C.32b)
S k+v+l=p5

Langkah selanjutnya adalah mensubtitusi nilai ¥ pada pers.(C.32b) ke dalam

pers.{C.31b) sebagai berikut :

SB-w+1P +p-(+1)= -2 | (C.33a)
S -2+ D)+ v+ + -+ = -2 (C.33b)
S A -2 -2V b 2vHl+ fov-1= A0 (C.33¢c)
@ - -feyirv=Ag ‘(C.33d)
< pF =28+ D+ viv+1) = 220 | (C.33¢)

kemudian dengan mensubtitusikan nilai-nilai A, O dan & dari pers. (C.17),(C.18)

dan (C.22) berturut-turut didapatkan:

° _ )
<> [X—Z]D - Zﬁ(\f + %) + V(V + 1) = —,2,2[5 3 D 4 LZJ (C33f)
a ' a 43

o [A_}D - (5—’?)[) 28w+ vy +1) 4L = [— f’;—]E (C.33g)

aE

a s
< E = 2ﬂ(—%—}(v + 1)~ [%—](vz + v+ 1) (C.33h)
Ew) =285 (v +4)- S+ )2 (C.33i)

Dengan memasukkan nilai A1 dan mempérkenalkan parameter baru

yaitm(Kondratyev):

x, = 2¥ (C.34)



67

dengan mengingat (Kondratyev):
R L Jw (C.35)
2r (u 27
maka didapafkan :
E(v)=hv(v + §) = hw (v + 4 (C.36)

dengan v=0,1,2.3..... adalsh bilangan kuantum vibrasional seperti pada osilator
harmenik. Pers.(C.36) menunjukkan tingkat-tingkat tenaga vang diijinkan untuk
osilator anharmonik dengan pendekatan empiris yang dilakukan Morse. Parameter
%, disebut sebagai konstanta anharmonisitas (anharmo}ziciljs constant) dengan
Uty <<V, V

Jika pers.(C.36) dinyataken delam satan om™ maka didapatken nilai term

untuk osilator anharmonik berikut ini(Herzberg,1950):
G{v) = m{v + 4} -~ @ (v + 1Y (C.37)

dengan wadalah bilangan gelombang (wavenumber) molekul.





