BAB IV
OPTIMASI NON LINIER

4.1. Tinjauvan Unum Optimasi

4.1.1. Definisi

Optimasi adalah proses efiéiensi dalam mencari
kondisi yang akan memaksimumkan atau mwmeminimumkan. suatu
fungsi- Secara umum optimasi dapat didefinisikan sebagail
proées meminimumkan suatu fungsi dengan dasar bahwa
mencari nilai maksimum suatu fungéi sama dengan mencari
niléi minimum dari negatif fungsi tersebut (ka0 5.5.
,1979Y, seperti yvang diperlihatkan pada gambar 4.1.
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Cambar 4.1. HNilai minimum suatu fungsi x* berada
pada absis yang sama dengan nilai
maksimum negatif fungsi tersebut (HRao

5.5., 1979).
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Proses optimasi dikenal Jjuga sebagai program matematik
yvang merupakan bagian Operasi Riset (OR). Metode-metode

yvang digunakan dalam OR diperlihatkan pada bagan 4.1.

METODA OPERASI RIGET

Program Matematik Proses Stochastic Metode Statistik
1. Metoda Kalkulus 1. Proses Markov 4. Analisa
2. Kalkutus variasi 2. Teori Antrian Regresi
3. Pemrograman 8. Teori Renewal z2.pisailn
Non Linier 4.Metodao Simulasi Percobaan

4. Pemrograman Linier 5. Teori Reliability 8. Analisa

%. Pemrograman Integer S, Teceri Keputusan Clusier
6. Pemrograman Dinamik Statistik 4. Analisa
7. Pemrograman Quadratik piskriminasi

8.. Pemrograman Separabel

[~ Pemrogramdn Stochast ik

10. Pemrograman Multi obyektiiwv
11, Pemrograman deometrik

12. Teori Permainan

13.Metoda Jaringan ; CPM & PERT

Bagan 4.1. Hetode—metode dalam Operasi Riset

(Rao S.S., 1979).

4.1.2. ' Perumusan Masalah Optimasi

Program matematik adalah menentukan
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LAl

,xn]Te R" (Rao S.5., 1978) vyang

1 z?

meminimumkan atau memaksimimumkan f(X), terhadap konstrain

{ayvarat pembatas)

gL(X) < 0, i =4, 2, ... . m (4.1)
dan
ej(X) = 0, j = m+i, mez, . P (4.2)

dengan

* f(X) disebut fungsi obyektif

* g (X) disebut konstrain ketaksamaan

. * gﬁXﬁ disebut konstrain kesamaan

Bila konstrain tidak ada (p = 0), maka masalah di atas
sebagaiAmasalah optimasi tanpa konstrain. Vektor X < R
yvang mewakili persamaan (4.1) dan (4.2) disebut fisibel
sedang yvang tidak memenuhi persamaan _tersebut di atas .

disebut infisibel. Solusi fisibel yang mengoptimasikan

'fungsi obyektif disebut solusi optimal.

4.2. Teori Optimasi Klasik

Metode ini menggunakan differensial kalkulus untuk
menetukan titik optimum. Walaupun metode ini meﬁpunyai
keterbatasan karena hanya berlaku untuk fungsi obyektif
yang dapat diturunkan, tetapi merupakan dasar untuk
pengembangan tekmik numerik dalam pengoptimasian (Rao

5.6, 1978).
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4.2.1. Optimasi Fungsi Satu Variabel

Teofema 4.1
Misal f(x) didefinisikan dalam interval a < x £ b

dan mempunyai minimum relatif pada x = x*, dimana

a < x' < b, dan apabila df(x)/dx = £’ (x) ada pada

X = x# maka f’(xf) =0 (Rao, S5.5., 1978).

Teorema 4.2

Misal £ (x ) = f“(xf) = ... = f""%)= 0, dan

£ () % 0. Maka £(x") adalah :

* Nilai minimum f(x) apabila f“"(x*) > 0 dan n
genap .

* Nilai maksimum £(X) apabila:fm(xf} < 0 dan n
genap.

* Bukan minimum atau maksimum Eila n ganjil (Rao,
5. 5., 1978).

4.2.2. Optimasi Fungsi Multi Variabel

Definisi differensial ke-r dari fungsi f(X), X ¢ R
Misal semua turunan parsial fungsi £(x) ada dan

kontinu pada X# maka polinomial

n " £(X)
.-- kglkhjw--hk dx 8x....98
=y L J
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1j
disebut turunan ke-r dari fungsi £(X) pada X*
(Rao, 5.5., 18978).

Teorema 4.3

"Apabila f(X) mempunyai titik ekstrim (maksimum




Teorema

Teorema

Teorema
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atau minimum) pada X = X* dan apabila turuﬁan

parsial pertama f(X) ada pada X*, maka

* * *
Af(X ) of(X y_ 8L (X )_
ox,  ox, T Ton =0 (Rao,S5.5.,1978).
4.4

Syarat cukup untuk _titik stasioner X* menjadi

titik ekstrim apabila matriks turunan parsgial

kedua f(X) (matrik Hessian-nya) pada X"

(i) Definit positip apabila X' titik minimum.

(1i) Definit negatif apabila X  titik maksimum

(Rao, 5.5.. 1978).

4.5

Misal df(X) = 0, &°f(X) = 0, ... , 4 £X) = 0

dan d*f(X) # O pada titik stasioner X , bila k

genap maka f(X) menacapai

* minimum di x* apabila dﬁf(X) definif positip

* maksimum X apabila d#f(X) definit negatif

* tidak ada ketentuan apabila d°f(X) semi definit
positip atau semi definit negatif.

Bila k ganjil maka fungsi £(X) tidak mencapai

maksimum ataupun minimum di titik X (FRao, S.5.,

1978).

4.6

Svarat cukup fungsi f(X) dengan konstrain g%(X)zo,

j= 42 ... .m m@mempunyai mninimum relatif pada

titik X*, apabila turunan parsial fungsi

pertama fungsi Lagrange didefinisikan oleh L =
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L(Xi, Xy3 wew X3 hi, kz, . ,Kn) terhadap

tiap argumennya adalah nol (Rao, §.5., 1978).

4.3. Program Non Linier

4.3.1. Persamaan Non Linier

Persamaan—persamaan _linier aljabar mempunyai

bentuk
+ + ... + = ;
E&ak anfaz auS&n Ci !
+ + ... + = ?
ani ani anz a:f.z an n a'nn Cn L

dengan C konstsanta dan n adalah banyaknya persamaan.
Persamaan aljabar yang tidak cocok dengan bentuk di atas
didefinisikan sebagali persamaan non Jlinier. Misalnya
persémaan dalam bentuk transenden, kuadratik, polinom

berderajat dua (Steven C.C dan Raymond P.C., 1889y .

4;3.2. Minimisasi Jumlah Kuadrat Terkecil Parameter HNon

Linier

Jika model yang akan dicocokkan dengan data adalah
E(v) = f(x,, X,, ---2 X 5 B,5 8,5 --0a )
(4.3)

1
o
b

»
St

dengan

* X, X, ..., % adalah variabel bebas
| & 2 m .
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* ﬁ{ ﬁé» -;uﬁk adalah nilai populasi dari
sejumliah k parameter.

* E(y) adalah nilai yvang diharapkan dari variabel

tak bebas ¥

x{53)

> 13
ﬁi !% Q ﬁ4 IF

. Gambar 4.2. Pencocokan kurva dimana x(3) vang diketahui
‘oleh n pasangan data diperkirakan oleh fungsi
non linier f(x,?) vaitu jumlah yang diberikam
dari fungsi basis non linier. Permasalahan
matematis adalah meminimﬁmkan ralat &, pada
tiap pasang sampel (Thomas K. Curhbert

Jr., 1978}

Apabila titik-titik data dinyatakan dalam bentuk
(Yi, Xﬂ, Xﬁt,.-., th) i=12 ..., n (4.4)

Permasalahan vang dihadapi adalah menghitung estimasi dari

parameter~parameter vang akan meminimumkan
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~

8= T IY -Y)

2

=0 Y - Y (4.5)
dengan Y adalah nilai v vang diperkirakan oleh persamaan
(4.3) pada titik data ke-i.

Persamaan (4.3) yang merupakan fungsi Jumlah
kuadrat residu dari model dan data selanjutnya dipakai
sebagai fungsi obyektif. Secara grafik permasalahan
matematik tersebut dapat dilihat pada gambar 4.2.

| Tafsiran geometris. dari Ekontur ¢ diperlihatkan
pada gambar 4.3. Apabila fungsi f mumpunyai hubungan
linier dengan (3, maka kontur & Dberbentuk elipsoid.
Sedangkan Jjika f non linier konturnya terdistorsi menurut
derajat ke-nonlinierannya. Tetapi di sekitar titik minimum

kontur non linier mendekati elip.

4.3.2.1. Metoda Penurunan Tercuram (steepest descent)

Turunan parsial dari suatu fungsi f terhadap n

variabel, secara umum dinamakan gradien fungsi Vf

If = ["f of ik ] (4.6)

1 éx * @ A
nx %y X, En
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Gambar 4.3. Kontur jumlah kuadrat terkecil dalam ruang
parameter ( Alkis Constantinides, 1979} :
{(a) Model linier

(b) Model non linier

44
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w

Cambar 4.4. Proses konvergensi metode Steepest Descent
(Rao 5.5., 18978).

Sifat penting gradien yang dijadikan dasar
optimasi adalah pergerakan sepanjang arah gradien dari
titik ke titik dalam ruang dimensi-n, menyebabkan nilai
fungsi menaik pada kecepatan maksimum (Rae S.S5., 1978).

Penggunaan arah negatif dari vektor gradien untuk
mencari minimisasi dilakukan pertama kali oleh A.Cauchy,
1847L Dalam metode ini proses optimasi beranjak dari titik
awal x dan beriterasi untuk mendapatkan titik minimum

berdasarkan persamaan (4.12).
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Ri =« 0 — & + Ka:si. - X - K?vfi 4.7)
dengan A adalah panjang langkah optimal sepanjang arah
pencarian 8. = - Vft. Proses .konvergensi metode steepest
descent dapat dilihat pada gambar 4.4.

Bila posisi awal jauh dari nilai minimum metode
bekerja baik tetapi ketika mendekati nilai minimum metode
meﬁjadi 1ambat karena perilaku zigzagging menjadi semakin
sering (N. Drafer dan H. Smith, 1966). Kelemahan lain pula

metode steepest descent tidak invarian terhadap skala.

Arash yang ditunjukkan berubah bila skala diubah.

4.3.2.2. Metoda Gauss Newton

Konsep kunci yang mendasaril metode Gauus Newton
adalah uraian deret Taylor vang digunakan untuk menyatakan
per%amaan pon linier menjadi bentuk hampiran linier,
lihat gambar 4.5 (Steven C.C dan Raymond P.C., 1989).

Dari persamaan (4.3) fungsi non linier diuraikan
menurut deret Taylor di sekitar nilai parameter dan

dihentikan setelah turunan pertamanya,

k af
A(x, b+ s> = £(x, . b+ j}zgi[_ﬁ)j—] 289 (4.8)

<Y> = fo + Ja:T
dengan
* b merupakan estimasi kuadrat terkecil dari £3. -

* eTadalah vektor Xoreksi terhadap f3 hasil
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uraian Tayvlor.
* < > menunjukkan prerkiraan vang dibuat

berdasarkan model yang telah dilinierkan.

{Kontur 3i)
yang malalui )

)

A
L

b 3

1 1
Gambar 4.5. Rangkaian iteraéi suatu proses linierrisasi
ditunjukkan konvergen  menuju titik ﬁ
sehingga meminimumkan &#(3) (N.Drafer.dan

H. Smith, 1981).

Maka bentuk persamaan (4.12) dapat ditulis dalam bentuk

2]
<& >= LIy, - <Y_L>32
1=1 (4.9)
Vektor koreksi < dapat diperoleh dengan menggunakan
: a<c 3 > . . ‘
syarat perlu 3= = 0 vakni dengan menyelesaikan
T

AsT =g (4.10)
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dengan
T
= J
A<kxk) 4
gf
L
J = =
in x I b * -+ % k

g = DAY, ~ £) =3 - £)

Dari pemecahan persamaan (4.10) untuk harga . malka

parameter baru yang diperbaiki didapatkan, yaitu

+ £ (4.11)

(r+1): b(r) T
Linearisasi akan berhaéil bila nilai awal tidak terlalu
jauh dari nilai optimum sebab kontur model akan dapat
dihampiri dengan baik oleh kontur model vyang telah

dilinearkan (N.Drafer dan H.Smith, 1989).

4.3.2.3. Metode Marquardt

Dua masalah yang timbul dari kedua metode di atas
adalah singularitas matrik A dan skala ruang
parameter(J.C. Nash, 1979). Metode Marquardt  secara
simuitan memecahkan kedua masalah tersebut.

Seabagaiﬁana télah dibahas dalam metode steepes
descent sifat-sifat yang berhﬁbungan dengan solusi vektor
koreksilsT adalah invarian di bawah transformasi linjer di
ruang b. Sifat-sifat dari metode gradien adalah tidak
scale invariant, sehingga peflu untuk men-scale ruang b.

Untuk memenuhi hal tersebut maka ruang b di—-scale dalam
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af

satuan standar deviasi dari turunan 7ﬂ§¥ untuk
‘ J

titik—-titik i =1, 2 -... n. Karena pada umumnya turunan

tergantung pada b maka nilai terbaru b dipergunakan
sepérlunya- Pemilihan scale digunakan untuk meningkatkan
aspek numerik dari prosedur-prosedur perhitungan.

Dalam hal ini didefinisikan matriks ter-scale A"

dan vektor ter-scale g*

Rl = g (4.12)
#
L2
€ = Ji/z
! (a .)

Sehingga dalam iterasi ke-r akan dibentuk

* *

*
(Acm + A I)f;(r) = 8 (4.13)

Perubahan bentuk persamaan (4.12) menjadi bentuk persamaan
(4.13) yang dilakukan oleh Donald W. Marguardt didukung

oleh teorema di bawah ini.

Tecrema 4.7

JikaAh sembarang dengan *» = 0 dan £, memnuhi
persamaan

(A + AD)e = &- Maka &£  akan meminimumkan < & >
pada bola berjejari ! £ I yang memenuhi 1 & ==l

e, 2 (D.W. Marquardt, 1963).

Teorema 4.8

Jika » sudut antara aodan sg, maka y adalah fungsi
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monoton dari A sedemikian sehingga A ——w , ¥
——0. EKarena £, tidak bergantung pada A maka
6gberotasi terhadap £g8ementara AN ——ow (D.W.

Marguardt, 1963).

Untuk nilai A vang besar sekali, matriks (A + AI)
didominasi oleh diagonal AI. Dapat terlihat dari persamaan
(4.13) bahwa A menuju takhingga maka 50:-5— dimana £
sebanding dalam 1limit, sehingga sudut antara keduanya
menuju nol. Sebaliknya bila » =0, maka vektor &, dan g
membentuk sudut » dengan O < » < I/2 (kecuali kasus
trivial dimana A adalah diagonal). Sehingga adalah
fungsi turun monoton dari A sedemikian sehingga A ——®
dan y —> 0.

Persamaan (4.13) dapat diselesaikan dengan

didukung oleh teorema berikut

Teorema 4.9
Jika €(N\) adalah solusi dari persamaan (4.15)
untuk suatu nilai A. Maka I £(Xx) I*adalah fungsi
turun monoton dari A sedemikian sehingga A ——® ,

I e(x) “zmenuju nol (D.W. Marquardt, 1963).

Persamaan (4.12) digunakan untuk mendapatkan

. * - -
vektor koreksi & sehingga parameter baru menjadi

=b + & (4.18)

r + % r) {r)

vang akan mengahasilkan jumlah kuadrat & =, ., baru.
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Nilai A dipilih,sedemikian sehingga memenuhi kriteria

o o+ 4 < é(r)'

Dengan demikian dipilih nilai Xx yang kecil Jjika
kondisinya sedemikian sehingga metode Gauss Newton dapat
mencapai konvergensi yang baik, yaitu apabila sudah berada
di daerah konvergensi. Sedangkan pemilihan harga A vyang

besar dilakukan Jika masih berada di Juar daerah

konvergensi (Donald W. Marguardt, 1963). B






