BAB IIT
OSILATOR HARMONIK KUANTUM

3.1 ;Osilator harmonik linier kuantum

Eada bagian ini kajian akan dibétasi hanya pada
osilétor harmonik linier. vailtu osilator harmonik dengan
hanya satu derajat kebebasan. Kajian akan dimulai dengan
masalah nilai-eigen, representasi operator rencipta dan
pemuspah, serta interpretasigya. Kafena Mekanika Kuantum
tidakg lain hanya Sekédar salah satu cara pandang
dlsamplng Mekanika Klaqik usaha untuk mengkompromikan
keduanya akan diberikan. Hasilnya, kajian dalam Mekanika
Kuantum tampak tidak meralat terhadap kelakuan osilator

klaSlk vang telah diketahui secara eksak

3.1.1: Spektrum energi
j Dﬁpandang suatu ‘osilator linier vang dibatasi

gerakannya hanya pada sumbu-x, sehingga

Vé(x) = % me® x* | (3.1)
Hamlltbnlannya
i pz 1 2 2
H=mtzme'x (3.2)

Penuliéan kuantitas klasik H, x dan p dengan huruf besar
H, X :dan P dalam Mekaniks Kuantum, menunjukkan
keberadaannya gebagal operator {mengikuti kebanyvakan

litéraﬁur untuk menuliskan operator derntgan huruf besar
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bukanédengan tanda “"” di atas suatu kuantitas klasik).

Obéeryabel X dan P, seperti diberikan dalam lampiran I

»

memenhhi kaitan komutasi

[ X,P ] = ih ‘ (3.3)
dengan h = 5% » h merupakan kenstanta Planck.
Karena H tidak bergantung pada  waktu, (sistem

konservatif), maka  persamaan nilai-eigennya, vang
direpfesentasikan dalam {{x>}, adalah

2 2
h 4

[~ > o2t s meixTle(x) = Be(x) . (3.4)

dengan ¢(x) dan E masing-masing merupakan fungsi dan
nilai’ elgen vang bersesuaian. - Untuk sederhananya

disulihkan

o=/ | |
é = f3x

YE) = plx)
_ 2E ? )
ﬁ = he : (3.5)
sehinéga (3.4) menjadi

L2
- d gégl + E%p(E) = ew() (3.6)

yaﬁg'disebut sebagai persamaan Weber.
Dari persamaan (3.6) ini dapat diharapkan untuk
diperolehnyva suatu fungsi gelombang yang dapat diterima

secara fisis. Fungsi demikian tentunya harus berkelakuan
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seca%a baik (well behaved)} vang berarti w(f)
%a. memenuhi syarat kemalaran baku, yaitu w(¢) dan
: ¥ (£€) malar pada semua bilangan nyata g,
éb. memenuhi syarat batas baku, yaitu ¥(£) bernilai

tertentu bila &1 mendekati tak hingga.

b tidak sama dengan nol.

Suatu akal agar syarat tersebut dipenuhi adalah
dengan meneliti kelakuannya secara aQ1mtotik baik bila
‘E' mendekatl takhingga maupun nol (selanjutnya untuk
kedua hal di atas cukup ditulis secara berurutan E» dan *
E*O)

Dlmulai dari hal yang pertama yaitu £+". Di sini

sw(f)§<< £°v (¢ )zeehingga (3.6) dapat didekati dengan

.2
d2E) ey = 0 (3.7)
aZ |

mengaﬁbil Ez = p

&w _ 1.2 dy
E 2
d dy d y
. = 2p 24— + 4p

2 dp dpF

dg

menyurihkan hasil-hasil ini ke (3.7)

. ‘
d dy ¥ o_

— 4+ . - L = (3.8)
'd:pz 2pdp 4

Persamaan ini tidak lain meripakan persamaan diferensial

51 V. Rojansky, Introductory Quantum Mechanics, bab I.
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linie? dengan koofiéien variabel. Menuliskan %; dengan R
dan —% dengan S, dapat ditun.jukkan2 bahwa nilai m yang
memenhhi

m* + mR + S =0

dengaﬁ
dp -
d% -
:z_m

akan ﬁemberikan penyelesalan khusus berbentuk

mp
e

¥

untuk -~

. 2 4
%%m m + mR + 8 =m" + g

diperoleh m = % 12 , sehingga dari persamaan (3.8)

+
- pr2

wkf) = e

dan dari persamaan (3.7)

PE) = A expr(£?/2) (3.9)
Pen&elésaian dalam exp(fz/Z) harus ditblak karena faktor
int me&buat w(¢) tidak berkelakuan secara balk (111
behaveé). .

‘ Sékarang akan diteliti kelakuan secara asimtotlkr

vang kedua, yaitu {z+0. Dalam pendekatan ini (3.6) dapat

z f . )
F. Ayres, Dbiffrensial Equations, bab 1@.
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d@tuﬂiskan

2

LY ey =0 (3.10)
penyélesaiannya
W) = Bcosv¥s & + C sinvs ¢ : (3.11)

Mengékspansikan (&)

<
-4 4y s

2 4
W) = B(i- (é%f) i (1%?) (;ff

p 3 ' 5
C(vet - (é%f) N <;§E> - )

untuk £+ 0

%w(f) = CVe¢ + 0(®) + B (3.12)
deng%n O(Ez).suku—suku dengan orde lebih besar atau sama
dgngén Z. |

ﬁari hasil (3.9) Vdan (3.11) atau (3.12) dapat

dihaﬁapkan hahwa penyelesaian (3.6) haruslah berbentuk

. 2 _
wiE) = Hgre™ 2 | (3.13)

: | .2
dimang w(£) mendekati B + C¥ef bila £» 0, dan Ae g/z bila
Es .
| Untuk memperoleh H(%), disulihkan (3.13) ke (3.8),

haéilhya
2 |
SHED, o dHE), (o 1)HE) = 0 (3.14)
- ag & |
Karena exp(-£°/2) fungsi genap, dapat diambil suatu

fungsi deret sebagai bentuk penyeleéaian (3.14;.
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HE) = £%(a + a6 v a gt + .. (3.15)

L}

‘ P
dengqn a* 0 dan ¥ 8, merupakan suku pertama expansi vang

tidag nol. Menuliskan (3.15) dalam bentuk

N m+p

CH@) =5, 8.8 (3.16)
maka

ég?(f) nEo (mtpa & (3.17)

" ) ‘

.d'_Hz(_{)_ =m§0(m+P)(m+P‘-1)amfm+P_2 . (318)

o d¥ ‘
mémasﬁkkan (3.16), (3.17) dan (3.18) ke (3.14)

oFo [(mHD) (mep-1)a €™ P72 _  po(mipya £™PT

(e-1)a £7"P) = 0 | (3.19)

Suku—?uku vang berdefajat sama dapat disatukan. Mengingat
teoreﬁa koofisien taktentu, koofisien dari maging-masing
suku haruslah nol. Jadi |

;;>(p~l)a0 =0

p(p+lla, = O

.;p+2)(P+l)a2 - {2p + 1%-s)a, =0

(p+3)(p+2)a, ~ (2p + 3 -& da, = 0

.................................

v+ 2

(p+042) (prv+lda, , - (20 + 20 + 1 - £)a, = 0 (3.20)
deﬁgaﬁ » bilangan bulat. Karena a, tidek boleh nol,
pebsa@aan (3.29) yvang pertama memberikan p=0 atau p=1.

Persamaan kedua memberikan p=0 atau a =0, atau keduanya




nol.:Sedangkan persamaan ketiga dan keempat masing-masing
membepikan kaitan antara a, dengan 8, dan a, dengan a, . :
Secara umum kaitan—-kaitan ini diberikan oleh : .

ia Z2pt+2v+l-£

& = (pro+2) (pioT1) | (3.21)

yvang biasa disebut aturan perulangan (recursion formula).
Dafin&a dimungkinkan untuk menyatsakan a,, a 5

dalam:ai, begitu pula a,, a a,, ... dalam 2, - Dengan

4 H)
cara demikian fungsi H(¢) dapat dinyatakan hanya dalam a,,
atau éi. Pada persamaan (3.15) a, dipilih nol.

Sékarang hendak ditentukan syarat-syarat agar fungsi

w(f) éberkelakuan secara baik. Kembali _ke persamaan

(3L21), untuk ¥ besar, rasio dari &eret ini adalah

Rasioésebesar ini sama dengan rasio dari deret pangkat

z |

Enéf untuk sembarang n.
néfz _ gn 2 ¢4 g° £¥ ik
et SR ST Yzt o raTEy Yoy e
+
Le+2)/217% | 2 , 2
’ 1 T ov4Z2 wa” v

(v/2)"

Keséméan ini memungkinkan untuk digantikannya H(£) dengan

2 .
Enef.; sekedar untuk meneliti kekonvergensinan w(&),

sehinéga tidak salah untuk menuliskan (3.13) sebagai
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5 2 z
vy = et o872

Ry
fdnggi sepertl ini, seperti di muka harue ditolak, karena
tidaﬁ nol bila £+~.

ﬁagaimanapun rersamaan (3.14) harus ‘terselesaikan,
oleh ;karena ‘itu harus diusahakan syarat agar  H()
konve?gen. Kiatnya, besaf ¥ harus  terbatasi, sehingga
unﬁukéharga besar ini rasio bPersamaan (3.21) akan nol.
Diperbleh

?a =2p + 2 + 1 | (3.22)
pemlllhan nilai € yang tertentu ini sada belum cukup
unfuk bisa menjamin agar fungqi gelombang dapat diterima,
Untuk;itu harus diambil a,= 0, sehingga fungsi mempunyai
parités vang tertentﬁ, bergantung péda pemilihan nilai p
1 éta@ Q.

Pémilihan nilai p=1 akan memberikan fungsi ganjil,
sedané untuk p=0 genap. Pada nilai p=1 nilai & yang
diiziﬁkan adalah, sesuai dengan (3.22), 3, 7,11,i5,
Demikian pula untuk p=0, nilai £ vang ,diizinkah adalah
1,5,9; +v.. Jelag bahwa paritas dari suatu fungsi
terteﬁtukan untuk setiap kali nilai & diberikan.

| Déngan menggabungkan kedua nilai di atas, dapatlah
diéimﬁulkan bahwa hanya ada nilai-nilai £ yang tertentu
vang émembuat fungsi dapat dite;ima (well behaved).

Nilai-nilai ¢ yang diizinkan kalau demikian adalah
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s = 1,3,5,7,.

Mangambil p+v dalam (3.22) sebagai n, dimana seperti
hglnﬁa b dan ¥, n merupakan bilangan bulat, 0,1,2,3,
Dengéﬁ cara demikian, mengingat (3.5), persamaan (8;22)
dapatgdituliskan |

E = (n + t-2 ) (3.23)

dengan n=290,1,2,3,
Ha31l di atas’ menglqyaratkan bahwa energl osilator adalah

tercatu bukan malar: seperti yang tampak secara klasik. | :

3. 1 2 Masalah nilal—elgen
Kpmball ke persamaan (3.21). Jika diambil p=0,

persamaan ini akan menjadi

?y+2 - <ﬁi§§?5+1> 2 | | (3.24)
Dan nllal £ vang bersesu1an adalah 1,5,9,.... Fungsi H(E)ﬁ
vang ﬁesesuian karenanya

HE) = a_ + a 8% + a t% ...+ a £” (3.25)

[s] 2 ol L
untuki€:5

b 2.0+1-5 a
%2 T 0+ (0717 Po

= —230

. 2.2+1-5 -
T ED(2FD %2

=0

Sehingga polinomial yang bersesuaian adalah
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| _ .2
H(6) = a (1 - 22)

Serupa dengan di atas untuk & = 1,9,13 dan 15 adalsh

EHO(E) = a,

Ho(8) = 8 2(1- 48%+ <2 £

ng(E) = 8 (1- B84 48~ ases £

ﬁacf) = 8,8 (1-88%4B6%+ s2-45 £% saraas £°) (3.286)

Untuk§p=1 persamaan.(S.QO) menjadi

: _ 2uv43-g
furz® A 0F2Y M (3.27)

Serupé dengan kasus p=0 di atas, rolinom-polinom H, (&)

vang bersesuaian dengan p=1 adalsh, (masing-masing untuk

£ = 3.7,11,15, dan 19)

Ho(8) = a &

Hy(§) = a f(1- 203 £7)

-Hd(f) = a f(1- ars fz+4{15 £ty

ﬁd(f) = aﬁf(l-2¥?+ a5 E42 2.4 £°) _ (3.28)
Ha(f) = aof(l—axsfz+ 8r5 E4+ az /115 Ed+ LE/1025 fa)

H;(E) baik untuk p=0 maupun p=1 di atas:dapat disusun
dalam suatu urutan berdasar tingkaf energinya, yaitu
dengaé mengganti H ({) dengan H_({). Hubungan » dengan n
séoaré numeris diperiihatkan oleh tabel (3.1).

: Déngan cara demikian polinom-polinom (3.26) dan

(3.272 dapat dituliskan kembali dalam satu urutan vyang
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lebil{ kompak wvaitu :.
H(§) = a
gHi(E) = at
2H2(f) = 8 f(1- 2¢%)
Hy(8) = af(1- 22 £7)
§H4(f) = a f(1- 48+ oa g%
éHS{E) = a f(l-aa 274 ans £%)
iHd(ﬂ = a f(1-6£7+ 484~ ans f;)
éH?(f) = 8 f(1-26"+ a5 £°%- 2005 £7) (3.29)
éHa(f) = a f(1-88%+ 8- 5245 £%4 sesans £°)

H (§) = aof‘(l— 83 £%% arn £~ azoass £+ 16,1025 %)

v 5 =1’10= v +Pp_ T

0 o 1

2 2 3

4 4 5

6 6 7

8 8 9

10 10 11

12 12 13 Tabel 3.1
14 14 15

16 186 17
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Mengaﬁikan masing-maéing polinom dengan 22/(aoz), dimana
P merﬁpakan koofisien dari sﬁku berderajat tertinggl dari
polingm H (¢) tanpa ao. Jadilah H (&) sebagai polinom

Hermit. Enam pertama dari polinom ini adalah®:

Hy(2) = 1
H(§) = 2¢

H(¢) = 4£%-2

Ho () = 8¢~ 12¢
H(f) = 165%- 48¢%+ 12

Ho(¢) = 32¢%- 16029 1208 (3.30)

Sebagii konsekuensi hadirnya faktor 2"/(a_ z) dalam H (£),

maka éersamaan (3.13) harus dituliskan kemball

W) = A HE)e 72 - (3.31)

Al meripakan faktor normalisasi.
Uniuk menentukan A diberikan dulu fungsi  pembangkit
HerhitéS(E,s), yaitu fungsi yang expansinya memberikan

polinom-polinom Hermit sebagai suku-sukunya.

a : . '
L. Pauling, Intr. (o Guantum Mechanics, bab 8 hal B81.
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S(£,8) = exp(2s-s”)

“ H (&)
_ n n
"ngo n1_ S
' ~ 2 ~ —
Sy (x)1%dx = _%n Se
=1

telah diketahui ¢ = px

(3.32)

2 s
T H_(Ax)d(Ax)

(3.33)

?ntegral ruas kanan dapat dinyatakan dalam bentuk

perkalian ganda fungsi pembangkit Hermit

~ " H (&) ~H (£). m
I E sh)(mgo—gT——t

—

ye %

2

~ 2 2 2
as :Ie~s +zsfe—t +2tfe-f ar

—

f~exp(25t—(f~t—s)zd6

= " rexp-(f-t-g)iar

-

t
= e" " ¥n

(3.34)

hasil di atas diperoleh dengan mengingat integral Poison

~ 2

Se Vdy = ¥n

~

: . st
mengekspansikan e
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SR - B A, (ZSt)n
& SEoar

menyulihkan ke (3.34)

mo~ 2

s _ (2st)"
‘ug.g onTm! fH (f)H (f)& az Vﬁ?o ot
Dengangmemperhatikan 8 dan t pada kedua ruas, maka

~

2 H
. rH (£)e™%d = 2 nt¥r, n=m
H O (OF & =
‘ o, n m

Menyulihkan kembali hasil ini ke (3. 9) menghasilkan

A= /L | | (3.35)
T Y7 2'n!
Hasilny;a4 '
e (x) =/ - B H_(px)exp(-3x"/2) (3.36)

2 n!
Sepuluhé pertama grafik fungsi ini diperlihatkan oleh

gambar (3.1).
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3.1.3? Operator Pencipta dan Pemusnah

Untuk tujuan penyederhanaan dan menghindari
pengintegralan—pengintegralan vang lebih rumit dari yang
télahfdibahas, P.A.M.Dirac mengembangkan suatu metode
vang é biasa dikenal sebagal metode faktorisasi.
Pengeﬁbangan_dari metode ini dilandasi sifat komut dari
operaﬁor X dan P.

Ménengok kembali persamaan (3.2)

1 p? 2.2
ﬁ =5 (o +m X% . (3.37)

membagi kedua ruas dengan ho dan mengambil

Ke/mx

~

P = Y{meh)'P
H = holl | | (3.38)

~

dimané X dan ﬁ memenuhi kaitan komutasi
[X,P] = 1 ; 1=v=T (3.39)
séhinéga persamaan (3.37) menjadi

P2+ ¥2) ' (3.40)

W]

ﬁ =
Persaﬁaan ini, mengingat'(3.89), tidak dapat dituliskan

sebagdi

= 1 Btk Both)

cara agar (3.40) dapat dinyatakan sebagal perkalian

operator—operator linier adalah dengan mengambil
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?a = 75 (X + iP)

éa = 75 (X - iP)
mémedahkan keduanya secara simultan memberikan

%i = (a++ a)

Sl

IH

?ﬁ 7% (a* - a).‘

déngén memperhatikaﬁj(3.39) dan (3.41) diperoleh
komut%si antara a dan a"

ka,a+] =1
Hubungan operator H dengan a dan a*," seperti
semulé, dapat dipeboleh dengan mengalikan a

+ H + +
a yaitu aa atau a a

a'a = % (X-1P) (X+1P)

= ﬁ -+ 1 [i é]
2 3

SR |

H=aa+ 5

atau
~ _ " l
H = aa - 3

Persa@aan nilai eigen (3.4) karenanya

(a"a + e (x) = e e (x)
atau

(aa" - %J@h(x) = & o (%)

n n
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(3.41)

(3.42)

kaitan

(3.43)
tugjuan

dengan

(3.44)

(3.45)




denganinotasi Dirac

(a a + § e > = € e > (3.46)

(«:aa:+ - %):wg = lp > | (3.47)
atau |

li(a+a + aa+):@ > = & te > (3.48)

yaitu dengan mendumlahkan (3.46) dengan (3.47).

Dlambil misalnya (3.46), dan mengalikannya dengan a
dari k;rl

. (%a+a + 5 le > 5‘a5n:¢n>

menguréngkan dengan a:ph> pada kedua sisi

- a):¢n> = (asn— a)!@n>

Nl

(aa+a +
(aa” - $rate > = (¢ ~Lyale >

j ﬁa:ph> = (sﬁ—'l)aipn> | ' (3.49)
teriiha& bahwa a:@n> merupakan fungsi eigen dari ﬁ dengan
nilai e#gen =<-1, karenanya dengan membandingkan dengan
(3.48) aan (3.47), a disebut operétor remusnah atau

penurun?(destruction/lowering operatob).-ﬁudah diperocleh

bahwa dengan mengulang-ulang penerapan operator ini,

diperoléh

‘Ha;:@h> = (sn~ n)a :pn> : 4 {3.580)
Untuk af

R n, _ N I

H(? ) e > = (sn+_n)(a ) e > {(3.51)

Sehingga a’ disebut operator penaik tingkat atau pencipta
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(cre%tion/raieing operator), yang setiap kali iga bekerja
ia akan menaikkan nilal eigen satu tingkat

Hal lain tentang kerja operator ini adalah berubahnya
fung81 eigen oleh karens berubahnya nilai eigen. Demikian
karena setiap fungsi eigen akan berhubungan dengan satu
nllal eigen tertentu. Untuk mencari‘fungsi: keddaan vang
baru;ini, dlambil dulu fungei keadaan e >,  yang oleh
bekerbanya operator a dan a’ n kalt, akan berubah menjadi
quatu fungsi keadaan pada aras n kali lebih tinggi/rendah
dari semula Jadi ada hubungan antara operator-operatop

itu dengan masing-masing keadaan barunya

: ~ + n ' :
Cote> T @) e s (3.52)
atau
f@o} ~ a“:@n> , (3.53)
Biia .N dan N merupakan faktor kesebandingan,

[ ok n-

masing-masing untuk (3.52) dan (3.53). Jadi

mengalikan dengan <P, :aNn+ dari kiri

WLl = Ni+<¢ﬁ:aa*:¢n>
= N:;wn:cs; Z e >
= N2+(n+i)
karenaé
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maka -

dan

a :@n> = Yn+l'e > {3.54)

dan

ale > = nle. > (3.55)

Rersamaan (3.54) dan (3.55) adalah penting, karena
dengahnya dimungkinkan untuk menghindari cara-cara
analltis dalam menangani masalah-masalah nilai eigen dan
dlgantikan dengan metode faktorlsasi vang lebih bersifat
1ntu1p1f. :

Lébih lanjut dapét diamati bahwa bila a diterapkan

beberépa kali terhadap o> akan‘diperoleh'

{af)h3¢0> = 7/nlle > ' (3.58)
sedané dari (3.58) ‘

51@ > =0 (3.57)
mpmproyeksikan dua hasil di atas ke x didapatkan kembalft
pe;samaan diferensial yang mudah penyelesaiannya. Bila
@O(X)gdiberikan, misalnya dari (3.55) atau (3.38), P_(x)

dari (3.56)
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e () = <xip> = = <xi(a ) e >
- 11 mw hd . n .
Syl x - s e, 0

elgennya merupakan komponen—komponennya.
?<wn,{arpn> = Yn &

n,n-1

n n,n+d

é':{o , {a+,’¢>h> = Yn+l &

menyétakannya dalém-a dan a*,'kaitan (3.48)

o]

+ ¥n & ,
n

{@h,: P> = %g [Yn+1 én,,n+1 ey ]
qon' =A:qon> = 7% £Vn+1 éh’,n-oﬁi. = -{n én',.h-—ij
Matriksnya®
O ¥Y1 0 0
0 0 Y2 0
0 0 0 3
a = 0 0 Q ¢
L . .

R. Shankar. bab 7.
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mengalikan ¢, dari kiri, dengan masing-masing

(3.58)

repﬁesentasi secara matrik dari a dan a° diperoleh dengan

nilai

(3.59)

Demikian pula untuk X dan P dengan terlebih dahulu

(3.60)

(3.61)




"0 0 0 o
Y10 0 0

0

0

a’= 10 Y20 0 0
O 0 Y30 0

0

0 0 0O V4

>

"
Rﬁp
O
S
@
[
=~
o)

A?* i
P:= 75 1 o 72 0 -¥3

Matrik dari Hamiltonian tak berdimensi H dapat

(3.82)

(3.63)

(3.64)

diperoleh

dari kaitan (3.44) atau (3.45) yang boleh dituliskan

secarq matriks
N 1
H = aa + 5 I

ﬁ:: aa’ - % I

denganéI matriks identitas.

Misal dipilih (3.65)




 [o0o00 . ] 1000 . ]
0100 . . 0100
H = oozo. . l+iloo1o
0000 . . | ooo1
B . - |
1000 .
0300
=3oos0. . (3.67)
0007
P

Dapaﬁ dilihat bahwa matriks yang mempresentasikan energi
merupbkan matriks diagonal dengan elemen-elemen pada

diagonal utama merupakan'nilai-eigennya.

3.1.4§Interpretasi fisis fungsi dan nilai-~eigen osilato;
harmohik linier
3.1.4%1 Kuantisasi energi

P%rsamaan (3.23)‘mengisyaratkan‘bahwa énergi ogilator

kuantum adalah terkuantisasi (tercatu). Ini berarti bahwa

bila ﬁengukuran secara teliti dilakukan terhadap energi

suatu’ osilator harmonik 1linier maka hasi~hasil vang

mungkin adalah

E = THu

[}

N
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3
N -,zhw
_ 5
EZ = '2—h(.0
-7
E.'-.l = —2—‘1’1&}
E = (n + 1 ) he
n 2 : _
masiﬁg—masingnya disebut aras enérgi sistem, sedang

ssoaﬁa keseluruhan disebut sgpektrum energi sistem.
qasalahnya sekarang, mengapa osilator klasik tampak
mgmpﬁnyai spektrum ‘enefgi vang malar? Jawaban dari
pértanyaan ini terletak darti ukuran‘nisbi éelah energinya
(energy gap) dari spektrum.
Sébagai gambaran; pandang suatu partikel bermasa 2

gram Yang bercoslilasi dengan frekuensi sudut 1 rad/detik,

dengan amplitudo 1 cm. Energinya

E = % mo.\zxi

f

1 erg

celah energi yvang bersesuaian

~

AE = hw = 10_27 erg

Jelas! bahwa secara  makroskopias tidak mungkin untuk

membedakan spektrum energi osilator vyang malar dengan
: ' ‘ 3 -27

vang tercatu dengan lebar celah enersgi 10 erg.

Dinyatakan dengan menggunakan bahasa vang sedikit
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berﬁeda, bilangan kuantum dari sistem ini adalah

~

E

ha

27

{t

1
3 = 10

kare;a beda keadaan bilangan kuantum anﬁara dua keadaan
yang? berdekatan adalah satu, maka sulitlah untuk
mémbédakan antara dua keadaan ini. Jadi 10%° = 107741,
Hal éemikian sesuati dengan prinsip korespondensi vaitu
bilaébilangan kuantum besar (n -+ , ™) diperoleh kembali

gambéran secara klasik®

3.1. 4. 2 Lebar celah -energi sama®
Spektrum energi’ osilator (3.23) membentuk barisan

aritmatik dengan beda yang tetap.

b = En+1 - Eh
= (n+ 1+ trz)hw - (n + 1-2)Yho
= hew

.

Gambar berikut merupakan perbandingan tingkat-tingkat

‘Solciol.ov, kab 2 hal 23,

Z g ‘Shankar bab 7.




&)

Gambar 3.2
energi;dari atom hidrogen, partikel dalam kotak vang
berdinding keras dan osilator harmonik, serta bentuk

potensialnya®

3.1.4.5 Aras energi terendah yang mungkin ‘adalah hw/2
bukan njol5

:Tidak seperti osilator klasik, yang dapat berada pada
keadaaﬁ dengan energi terendah nol: (x=p=0), osilator
kuantum mempunyai energi minimum hw/2. Energi ini disebut
energi Eitik nol (zeroc point energy). .

]Akén terlihat sekarang bahwa keberadaan energi titik
nol seb%gai hasil teori Schrodinger di atas ternyata

sangat erat kaitannya dengan prinsip ketidakpastian.

=

Dipéndang nilai harap rata-rata dari dari operator

4 : f ‘ .
‘A. Beiser (edisi B. Indonesia) bab 5 hal 144,

s R. SHankar, bab 7.
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cukup <H>

2 ‘
T _ _<P> 1 2 L2
<§(p,Ht¢>> = <H>» = 5o+ 5 {nm <X > (3.868)

akan%tetapi, seperti‘ diperlihatkan dalam Lampiran 1II,
nilaﬁ harap <P°> dan <X*> dihubungkan dengan nilai

rms-nya sebagai

AP

Y <p®> - <p>? (3.69)

=
o
H

v/<x2> - <X>% ' (3.70)

= rhe $2 ax

=0
Dan ﬁegitu rula karena w*x@ = xwz vang merupakan fungsi
ganjﬂl maka <X> = 0.
éangat beralasan bila <P®> dan <X2>‘dabat digantikan

oleh i<P>% dan <X>%, sehingea (3.68) menJjadi

: 2

<H> = iggl + % mw? (AX)2 (3.71)
padaﬁal

i ' t

EAXAP > 5
akib%tnya

§<H> > h 1 we? (AX)? (3.72)

Bm(A)*T 3

Dengan suku pertama ruas kanan merupakan nilail
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raté—rata energi kinetik dan berikﬁtnya ehergi rotensial.
Untuk fungsi Gausian (dimana tanda sama dengan dipilih),
hubdngan antara <H>, <K>, dan <V> dengan AX diperlihatkan
olehé gambar‘ (3.3). Jelaslah bahwa <H> tidak pernah

nol.;

m

Gambar 3.3
‘Bahkén saat suku kedua ruas kanan noel, suku pertamanya
menjédi taktertentu. Begltu pula sebaliknya <K> nol, <v»
ménjédi taktentu. Karenanya keadaan dasar adalah keadaan
déngén <H> minimum, yvaitu keadaan yang bersesuian dengan
: ijléhan <K> dengan <V> minimum. |
Dengan syarat minimum
éd(H')dau sian
d (AX)

2
- Z%TEE>3 + mwlAX = 0 | (3.73)

= 0

dipefoleh

: h
A= o

dgn

Hs = Do C(3.74)

min 2

Sekarang akan dibuktikan bahwa
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2
me <14 mewx

Po= (=) exp (- 5 )

meruphkan fungsi gelombang yang mempunyai titik nol ini.
Jika diambil

l<PO:HlPo> = <piHi¥> ; untuk semua o>
untuk le> = lp | >
§<¢0:H:qoo> = <p . (Hipe . > (3.75)

Padahal diketahui bahwa

E<tpm.m,'H:qom.m>S <piHle> untuk semua !>
untuké:p> = e >
Pin HiR > S <o iHip > | (3.78)

mémbaﬁdingkan (3.75) dengan (3.76) jelas bahwa
1Pe> TP

Kéberadaan dari . suatu energi titik nol osilator
harmoqik merupakan fenomena khas dari sifat gelombang
parti%el, sehingga pembuktiannya secara experimental
mempuﬁyai arti penting dalam Mekanika Kuantum. Untuk
pertaﬁa kalinya, hal demikian dibuktikan dengan hamburan
sinar%X oleh kristal pada suhu rendah. Jika tidak ada
geﬁarqn kisi pada suhu rendah (EOZO) seperti telah
diramilkan, misal oleh teori Bohf, tidak akan ada
inter#ksi antara sinar-X dengan kisi kristal, akibatnya
tidak gda hamburan. Juga, Jika energi minimum tidak nol
untuk ?40, tampang lintang hamburan pada suhu rendah ini

tertentu dan ini sesual dengan experimen. Jadi kesimpulan
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sepérti yang diperoleh dalam teori gelombang Schrodinger

adal@h benar.

3.1.4.3 Fungsi gelombang tidaklah lenyap setelah
melewat1 titik balik secara klasik tetapi melenyap secara

exponen51a1 bila x» ~ 5_ !
KeQ1mpulan demlklan diperoleh dengan mengingat bentuk
fung51 yang ada (3.38), yang hanya nol bila x»~. Gambar

(3. 4) yang menggabungkan gambaran 8ecara klasik dengan

KuanQum akan menjelaskan hal ini.

t

Gambar.3.4

Sécara klasik , éeperti dalam persamaan (2.7), ada
pembaﬁasan secara tegas dalam nilai X, vang untuk tiap-

tiap Qilai E, nilai maksimumnya adalah X, - Karena tiap Eh

 vang diberikan secara kuantum bersesuaian dengan energi

total klasik E atau energi potensial maksimum, maka
dipéroieh hibungan
E =V

n max

Sokoi.ov, bab 10 hal 15a.
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; _ 1 2 =z
?(n + 1rzYhe = 5 e xA

sehingga

5. - h{(2n+1)
%a A (3.77)

Persamaan (3.77) ini adalah penting, ‘karena ia mampu
menje%batani antara dua titik pandang mekanika tentang
osila%or harmonik. Bila secara klasik suatu partikel
berosilasi dengan amﬁlitudo X, dengan kecepatan sudut W,

maka bilangan kuantum yang bersesuaian dapat dicari.

3.1.4;4 Distribusi peluang P(x) adalah sangat berbeda
dibanéingkan secara klasik®

Sécara klasik peluang untuk mendapatkan:partikel pada
suatué titik  adalah berbanding ~ terbalik dengan
kecep%tannya, (2.14); vyang mempunyai nilai maksimum pada
x:‘ix; dan minimum pada x=0.

Délam Mekanika  kuantum rapat peluang - ini

t

didéfinisikan asebagal

COPx) = lex)1®
danl(é.SS)
- g -3 x*
P(x) = ! gsnrH (Bx)e P (3.78)

Gréfiﬁ fungsi peluang ini secara intuitif dapat langsung

¢ L. Pauling, bab 3 hal 74.
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dlperoleh dari gambar (3.1), vaitu dengan mengkuadratkan
tinggl tingginya dan mengubah bentuk grafik yang cekung
ke arah sumbu-x (concav toward the x-axis) ‘menjadi cekung
ke bawah (concave downward)

Kelakuan yang sangat berlawanan terutama ditunjukkan
oiehgosilator kuantum dengan bilangan  kuantum rendah,
misaf pada n=0. Ketidakcocokan ini makin menghilang bila
bilaﬁgan kuantum membesar, hingga akhirnya prinsip
kdreépondensi dapat diterapkan.

Suatu masalah yang dapat diadukén adalah bahwa rapat
peiuahg ini berosilaéi terhadap sumbu-x. Hal demikian
tldak lepas dari hipotesa de Broglie tentang dimilikinya
sifat gelombang dari partikel. Jadi disamping ia
berosilasi terhadap titik kesetimbangannya, ia  juga
brosiiasi terhadap dirinya sendiri.: Jelas bahwa adanya
pelua%g nol dalam fungsi di atas sama sekali tidak
befhuﬁungan dengan celah-celah energi yang besarnya ho,
tetapi.sebagai hagil superposisi anfara keduanya. Bila
tidak; demikian peluang noi akan berarti rartikel
menghilang, sehingga dalam gerakannya ia timbul-lenyap.

"Téntang ketidakecocokan pada n=0, pada keadaan ini
051lator tldaklah diam (x=p=0) karena ia masih mempunyal

Pnprgl hw/2. Dari (3.77), ia masih mempunyai kecepatan

‘ V Rojansky, bab 1
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X, séhingga rapat peluang klésikpun tetap diperoleh dan
tidag satu. Tetapi masalahnya’ mengapa hal ini
bérténtangan dengan titik  pandang seéara kuantum?
Sdtu{satunya qawaban‘yang dapat diberikan' adalah bahwa
dala& gerak osilasinya, ia tidak ‘meninggallkan éusat

mésaﬂya (Gb. 3.5). Sebagai akibatnya peluang untuk

Gambar 3.5‘

mendabatkannya, maksimum di pusatnya. Sedangkan peluang
sebagéi fungsi kecepatan dalam kasus ini Tharus ditolak,

oleh karena sifat gerakannya.

3.1.5§Energi kinetik dan potensial ratamrata
Déri (3.68) dapatlah diketahui bahwa besar energi

kihetik dan potensial rata-ratanya

%K}

%V} = mew? <2 > i (3.79)

B

menggantikan P dan X masing-masing dengan P dan X

%K} = EE— <§2>
; 2
%V> = hg {iz}

43




dinyatakan dalam operator a dan a’

#

X% = % (a*a” + a"a + aa*+ aa)
5“2 1 + + o+ +
S Po= -5 (a a ~-'aa~ aa + aa)
séhiﬁgga
§<K> = - E% < {a+a+— ata - aa’+ aale >
h .
= - ~% <p, !2ntlie >
E_ ‘
= —2' ‘ (3.80)
W = B oot et 4+ ata 4 aa'+ aalp >
c 2 n' : S aane
- how ) . 1
- _2' <Ph| 2n+1lpn>
= E /2 | (3.81),

<H> =<K> + <V>

= En = (n + 1-2Yhw

<H>mté diperoleh jika n:d?

Mémbandingkan hasil-hasil di atas dengan yang secara
klasiﬁ, tampak adanya invariansi diantara keduanya.
Enérgi kinetik dan potensial rata-rata pada keduanya
adalaﬁ sama. Atas dasér inilah maka rumusan energi total
osilaﬁor harmonik klasik dapat dipandang sebagai bentuk

khusus dari rumusan secara kuantum, yang mana n diganti

xA; sesual dengan (3.77).

a
C. Cohen, bab 5. : 44




3.2 éasalah nilaiﬂeigen.osilator harmonik tiga dimensi®
Suatu partikel yéng dapat bergerak bebas dalam ruang
tigaédimensi di bawah suatu gaya sentral vang besarnya
berbénding lurus déngan Jaraknya dari pusat, akan
mempunyai energi potensial
§V(r) = 5 m’r® . (3.82)
dalaﬁ koordinat kartésius

?(r) = % m (0 x%+ W’y%e wiz%) (3.83)

opera;or Hamiltoniannya

g=PE BV, PE 1 M(w2X 402 Y2 w0272 ) (3.84)
| T 2m 2m 2m 2 ® v = ’
mengambil
E=E +E +E | o (3.85)
: % v z
}p > = 1@5 >:ph >:pn > (3.886)
: ® y =

maka persamaan nilai eigen

Hip > = E_ie >

dapat dipecah menjadi persamaan nilai eigen linier

1 > = ] ‘:>_
I-glx ! ‘Pn ® Ex ' tpn ®
i :} - ] }
H te E te.,
i le > =FE_lp__> | (3.87)
az'pnz z'“nz :
2 ‘Kla..ji.an ostlator harmonik dalam koordinat tabung yang
jbi.as_o. digunakan S untuk menangani masalah osilator
harmonik klasik dapat dirujuk misal dalarm L. Pauling

‘hal i 105,




Dengén mudah diperoleh

P Lo L

?Ex = (nx + §)hw pno= 0,1,2,3,...

B - 1 .

;Ey (ny + 2)hw‘ ; ny =0,1,2,3,

E, = (n, + 2t s n, = 0,1,2,3,... (3.88)

Dan fungéi eigennya .

§<X:@nx> = Aan;x{ﬁnxx)exP—(ﬁ:xxz/ZJ

I

ny ny ny

§<y:@ > A H (»_ y)exp—(ﬁiyyz/Z)

<zle > A H (B zexp~(5® z%/2) (3.89)

dari (3.86)

kr:pn> = <x}¢h¥><y:phy><z:@hz>

An an(ﬁnxX)Hny(ﬁnyY)an(ﬁnZZ)

exp —-1/z(ﬁﬂxxz+ﬁnyy2+ﬁ'hzzzj (3.80)

dehgarﬁ

A = A
“n nx Ny nz

méngiﬁgat (3.35)

ENREANE
ox Oy nE ) (3.91)

nXx+ny+nz
" ¥ 2 b4 nx!lnylinz!

Dalam hal osilator isotropik, yaitu mxxzwy = 0=

dan

E_:' (n + n + n + a-2)he
: b4 v -4 .
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= (n + ar2)hw, n==a,1,2.3,.... (3,92)
nrﬁ +ﬁy+n bilasa disebut bilangan kuantum total. .Karena
energl sistem ini hanya bergantung pada Jumlahan hilangan
kuantum masing-masing komponen, maka semua tingkat energi
081la§or akan terdegenerasi dengan Jumlah ganda
degenérasi %(n+l)(n+2). Jumlah ini dimgksudkan gsebagai
jumlaﬁ pasangan berurutan {nx,ny,nz} yvang memenuhi nx+ny+
n,= n{ Untuk memperoleh ini, pehatikan bahwa untuk hargs
n&wteﬁtentu maka ny+nz= n-n . karena ada n+l harga n,
vang éungkin, Jumlah pasangan berurutan {ny,nz} vang

mungkin dibentuk ada n-n + 1 yaitu '

{C;)’n"nx}r {l’n—nx_’l}’ {2 n-n "‘2}, ...,{n_nx,O}

mengiﬂgat Jumlah nx di atas, jumlah‘ganda: degenerasinya,
gnﬂadalah
™

gé =% n—nx+1

"
! nx=0

. ™ 12}
(n+1)y 1 - & n

nRE=0 nxz0

I

'% = (n+1)% ~(0+1+2+...+n)
D= (n+1) - n/2(1+n)

§ = % (n+1)(n+2) ' (3.83)

Jelasipada n=0, gazo,iyang "berarti pada keadaan dasar

tidakiterjadi degenerasi.

a1




Dblam osilator tiga dimensi didefinisikan

a, = /™3 +1(2mo )" 7P

oh |
a; = [(me)/(2n))* 27 ~1(2me vy "R
di.maha

: +
Fat ,aj] = 5Lj

[a; »ayl

iéj T X,¥.5. '
Mengiﬁgat hubungan (3.88) dan (3.54) diperoleh1

+.Nx ., + ny, +

P > (a ) (a Y Y(a )nz(nx!ny!nz!)_

NX,NY.,.nz na. ny TNz

sehinéga

Py, e :-an(X)Pny(V)”nsz’

Thid!
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