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ABSTRAK

Salah satu metode yang digunakan untuk inferensi statistik adalah metode Bayes. Metode Bayes
menggabungkan distribusi sampel dan distribusi awal (prior), sehingga didapat distribusi
posterior. Pada skripsi ini, distribusi sampel yang digunakan adalah distribusi Binomial.
Distribusi prior yang digunakan adalah prior konjugat mengacu pada acuan analisis model
terutama pembentukan fungsi likelihoodnya yaitu distribusi Beta dan Uniform. Setelah didapat
distribusi posteriornya akan didapat estimasi titik, interval dan uji hipotesis untuk proporsi
Binomial.

Kata kunci: Metode Bayes, Prior Konjugat, Beta, Binomial, Uniform.



ABSTRACT

One of the method which can be used in inference statistics is Bayesian method. It is combine
sample distribution and prior distribution, so can result posterior distribution. In this thesis,
sample distribution used is binomial distribution. Prior distribution used is the conjugate prior
analysis refers to the reference model, especially the establishment of the distribution likelihood
function, that is Beta and Uniform. After got the posterior distribution, then by using posterior
distribution that has been formed will get the estimation of point, interval and hypothesis test for
Binomial proportions.

Key Words: Bayesian method, Conjugate Prior, Beta, Binomial, Uniform.
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BAB |

PENDAHULUAN

11 LATAR BELAKANG

Metode statistik adalah prosedur-prosedur yang digunakan dalam pengumpulan,
penyajian, analisis, dan penafsiran data. Dalam penggunaan statistika terdapat tiga bagian utama,
yaitu statistika deskriptif, probabilitas (peluang) dan statistika inferensi. Statistika deskriptif
bertujuan untuk menyajikan informasi data sebagai deskripsi fakta dalam bentuk numerik, tabel,
grafik atau kurva distribusi, sehingga suatu fakta atau peristiwa dapat secara mudah untuk
dipahami dan disimpulkan. Sedangkan statistika inferensi menggunakan konsep probabilitas
untuk membuat perkiraan, prediksi, peramalan, ataupun generalisasi dari suatu objek
berdasarkan informasi data yang diambil fakta sebagai populasi atau sampel (Mustafid, 2003).
Inferensi statistik dapat dibedakan menjadi dua yaitu estimasi parameter dan uji hipotesis.
Estimasi parameter dibedakan menjadi dua yaitu estimasi parameter titik dan estimasi parameter
berupa interval. Inferensi statistik dapat dicari dengan metode klasik dan metode Bayes (Walpole
dan Myers, 1995).

Pada suatu penelitian terkadang diamati karakteristik dari sebuah populasi. Beberapa
macam ukuran statistik digunakan untuk mengetahui karakteristik dari populasi, misalnya rataan,
varian, median, atau proporsi. Pada inferensi statistik ingin diperoleh kesimpulan mengenai
populasi, meskipun tidak praktis untuk mengamati keseluruhan individu yang menyusun
populasi atau tidak mungkin jika populasinya tak hingga. Dengan berbagai keterbatasan dan

kendala, tidak dimungkinkan mengamati keseluruhan dari elemen populasi, maka dapat



dilakukan langkah alternatif yaitu pendugaan populasi dengan menggunakan sampel yang
diambil secara acak dari sebuah populasi.

Pada teori estimasi titik dapat dilakukan dengan dua metode yaitu metode klasik dan
metode Bayes. Metode klasik sepenuhnya mengandalkan proses inferensi pada data sampel yang
diambil dari populasi, sedangkan metode Bayes disamping memanfaatkan data sampel yang
diperoleh dari populasi juga memperhitungkan suatu distribusi awal yang disebut distribusi prior
(Walpole dan Myers, 1995). Salah satu teknik yang digunakan dalam metode klasik adalah
metode maksimum likelihood. Metode klasik memandang parameter sebagai besaran tetap yang
tidak diketahui harganya, dan inferensi didasarkan hanya pada informasi dalam sampel. Metode
Bayes memandang parameter sebagai variabel yang menggambarkan pengetahuan awal tentang
parameter sebelum pengamatan dilakukan dan dinyatakan dalam suatu distribusi yang disebut
dengan distribusi prior (Bolstad, 2007). Setelah pengamatan dilakukan, informasi dalam
distribusi prior dikombinasikan dengan informasi dengan data sampel melalui teorema Bayes,
dan hasilnya dinyatakan dalam bentuk distribusi yang disebut distribusi posterior yang
selanjutnya menjadi dasar untuk inferensi di dalam metode Bayes (Berger, 1990).

Dalam statistik klasik parameter proporsi Binomial dianggap sebagai sebuah nilai yang
dianggap konstan, tapi dalam beberapa situasi dan tempat pengamatan yang berbeda akan
diperoleh proporsi yang berubah-ubah, sehingga dalam hal ini prinsip Bayes cukup relevan
digunakan, karena dalam prinsip Bayes parameter proporsi diperlakukan sebagai variabel agar
mempunyai kemampuan yang akomodatif pada keadaan tersebut.

Teorema Bayes memungkinkan seseorang untuk memperbaruhi keyakinannya mengenai
sebuah parameter setelah data diperoleh. Sehingga dalam hal ini mengharuskan adanya

keyakinan awal (prior) sebelum memulai inferensi. Pada dasarnya distribusi prior bisa diperoleh



berdasarkan keyakinan subjektif dari peneliti itu sendiri mengenai nilai yang mungkin untuk
parameter yang diestimasi, sehingga perlu diperhatikan bagaimana cara menentukan prior. Jika
distribusi sampel berasal dari keluarga Eksponensial, maka salah satu caranya adalah dengan
menggunakan prior konjugat (Bolstad, 2007), dimana distribusi prior konjugat (conjugate)
mengacu pada acuan analisis model terutama dalam pembentukan fungsi likelihoodnya, sehingga
dalam penentuan prior konjugat selalu dipikirkan mengenai penentuan pola distribusi prior yang
mempunyai bentuk konjugat dengan fungsi densitas peluang pembangun likelihoodnya (Box dan
Tiao, 1973). Kemudian digabungkan dengan informasi sampel melalui teorema Bayes sehingga
dihasilkan distribusi posterior. Setelah distribusi posterior terbentuk, maka dapat diperoleh

estimasi titik, interval dan uji hipotesis Bayes untuk parameter yang diestimasi.

1.2 PERUMUSAN MASALAH

Dalam penulisan Tugas Akhir ini, permasalahan yang dibahas yaitu bagaimana
menentukan inferensi statistik berupa estimasi titik, estimasi interval dan uji hipotesis untuk
proporsi Binomial menggunakan prior konjugat dengan metode Bayes, serta membandingkan
metode Bayes dengan metode maksimum likelihood untuk distribusi Binomial untuk parameter

proporsi 8 yang tidak diketahui.

1.3.1 PEMBATASAN MASALAH
Penulisan Tugas Akhir ini pembahasan masalah akan dibatasi mengenai prior Beta dan
Uniform sebagai prior konjugat dari distribusi Binomial dan Maximum Likelihood Estimator

(MLE) serta Mean Square Error (MSE) dan sifat takbias sebagai kriteria evaluasi estimator.



14 TUJUAN PENULISAN

Tujuan dari penulisan Tugas Akhir ini adalah:

1. Menentukan estimasi titik, estimasi interval dan uji hipotesis untuk proporsi Binomial
dengan metode Bayes menggunakan prior Beta dan Uniform sebagai prior
konjugatnya.

2. Membandingkan inferensi Bayes dengan metode maksimum likelihood untuk

distribusi Binomial untuk parameter proporsi Binomial () yang tidak diketahui.

15 SISTEMATIKA PENULISAN

Adapun sistematika penulisan Tugas Akhir ini terdiri atas empat bab, yaitu pendahuluan,
tinjauan pustaka, pembahasan, dan penutup. Bab | Pendahuluan, berisi latar belakang masalah,
permasalahan, pembatasan masalah, tujuan penulisan, dan sistematika penulisan. Bab Il Teori
Penunjang, berisi konsep dasar distribusi Binomial, distribusi Gamma, distribusi Beta, distribusi
Uniform, teorema Bayes, distribusi prior dan posterior, estimasi interval serta uji hipotesis dan
metode maksimum likelihood. Bab 11l Inferensi Statistik dari Distribusi Binomial dengan
Metode Bayes untuk prior konjugatanya berisi distribusi Binomial sebagai distribusi sampel,
likelihood dari distribusi Binomial, prior konjugat dari distribusi Binomial, prosedur memilih
prior, estimator Bayes dari distribusi Binomial dengan prior Beta, estimator Bayes dari distribusi
Binomial dengan prior Uniform, distribusi posterior, Interval kepercayaan Bayes serta uji
hipotesis Bayes. Membandingkan inferensi estimator Bayes dengan MLE (Maximum Likelihood
Estimator). Bab IV Kesimpulan, berisi kesimpulan-kesimpulan yang diperoleh berdasarkan

pembahasan pada bab-bab sebelumnya.



BAB 11

TEORI PENUNJANG

2.1  Variabel Random
Definisi 2.1 (Bain dan Engelhardt, 1992)

Suatu variabel random (peubah acak) dapat didefinisikan sebagai suatu fungsi yang
memetakan unsur-unsur dalam ruang sampel suatu percobaan terhadap suatu gugus bilangan riil
sebagai suatu wilayah fungsi. Variabel random dapat dilambangkan dengan huruf besar,

misalnya X, Y, Z,... sedangkan huruf kecil X, Y, , ... dinotasikan sebagai nilai padanannya.

2.2 Fungsi Distribusi Peluang
Definisi 2.2 (Walpole dan Myers, 1995)
Jika X adalah suatu variabel random diskrit dengan hasil yang mungkin x;x, ..., xy,
maka fungsi peluangnya adalah suatu fungsi yang memenuhi kondisi:
1. f(x)=0
2. K flx) =1

3. fG)=PX =x;)

Definisi 2.3 (Walpole dan Myers, 1995)
Jika X adalah suatu variabel random kontinu, maka fungsi densitas peluangnya adalah
suatu fungsi yang memenuhi kondisi:

1. f(x)=0

2. J- fGdx =1



3. Pla<X<b=[ fx)dx

2.3 Ekspektasi dan Variansi
Definisi 2.4 (Walpole dan Myers, 1995)
Misalkan X suatu peubah acak dengan distribusi peluang f(x), maka Nilai ekspektasi X

ialah

u=EX) = Z xf(x) bilaX diskrit 2.1)

X

o]

u=EX)= fxf(x)dx bila X kontinu (2.2)

— 0

Teorema 2.1 (Walpole dan Myers, 1995)
Misalkan X adalah suatu peubah acak dengan a dan b merupakan suatu tetapan, maka

E(aX+b)=aEX)+ b

BUKTI

Menurut definisi nilai ekspektasi

E(aX + b) = f(ax + b)f(x)dx

(o 9] [o9)

=a fxf(x)dx+b ff(x)dx

— 00

Karena [ xf(x)dx = E(X) dan ["_f(x)dx = 1, maka diperoleh

E(aX+b)=aEX)+ b*™



Definisi 2.5 (Montgomery dan Runger, 2003)
Jika X adalah suatu variabel random diskrit dengan distribusi peluang f(x) maka variansi

dari X yang dinotasikan dengan o2 atau var(X), adalah

02 =Var(0) = EX - @) = ) (x— w? f()

X

= ) (2 20 + if ()

=D R0 - Y 2w OO+ Y ()

X

= szf(x) - Z“Z xf(x) + uZZf(X)

X

= > a0 -2t + g

X

= ) ¥f0- 23)

X

Standar deviasi X adalah ¢ = Va2

Definisi 2.6 (Montgomery dan Runger, 2003)
Jika X adalah suatu variabel random kontinu dengan fungsi densitas peluang f(x), maka
variansi dari X yang dinotasikan dengan o2 adalah

of = E(X - )’

- f (x — )2 F(x)dx



= [ -2 ax

= joxzf(x) — fZfo(x) + fuzf(x)dx
- joxzf(x)dx —2u fxf(x)dx + p? ff(x)dx

o)

= j x2f(x)dx — 2p? + p?

—00

o]

= fxz f(x)dx — u? (2.4)

—00

Standar deviasi X adalah 6 = Vo2

Teorema 2.2 (Spiegel, Schiller dan Srinivasan, 2004)

Jika X adalah suatu variabel random dengan fungsi densitas peluang f(x), maka variansi
dari X yang dinotasikan dengan o2 adalah

0 =EX - w?=EX?) - p? = EX?*) - [EQ]?

Dimana u = E(X)

BUKTI
EX— w?=EX?— 2uX + u?
= E(X?) — 2uE(X) + u?
= E(X?) — 2u* + u?

= E(X?) — p?



= E(X?) = [E(X)]? *

Teorema 2.3 (Bain dan Engelhardt, 1992)
Misalkan X adalah variabel random dan a dan b adalah konstanta, maka

Var(aX + b) = a? Var(X)

BUKTI
Var(aX + b) = E[(aX + b — auy — b)?]
= E[a’(X — uy)?]

=a?Var (X) *

2.4  Fungsi Densitas Peluang Bersama
Definisi 2.7 (Bain dan Engelhardt, 1992)

Fungsi densitas peluang bersama dari k-dimensi variabel random diskrit X =
(X1, X5, ..., X)) didefinisikan

flxq, %9, v, x) = PIX; = x0, X5 = Xg, e, Xie = Xi] (2.5)

untuk semua nilai x = (x4, x5, ..., x3) dari X.

Definisi 2.8 (Bain dan Engelhardt, 1992)
Sebuah k-dimensi nilai vektor variabel random X = (X, X,, ..., X)) kontinu dengan

fungsi densitas bersama f (x4, x5, ..., X ), maka fungsi densitas komulatifnya dapat ditulis

X1 Xk
F(xq,..,xp) = f ff(tl,...,tk)dtl .dty (2.6)



untuk semua x = (x4, X3, ..., Xg)

2.5 Fungsi Densitas Peluang Marginal
Definisi 2.9 (Bain dan Engelhardt, 1992)
Jika pasangan (X, X,) adalah variabel random diskrit yang mempunyai fungsi densitas

peluang bersama f (x4, x,), maka fungsi densitas peluang marginal untuk X, dan X, adalah

G = ) fOnx) @7)
ACOEDWICRD (28)

Jika pasangan (X, X,) adalah variabel random kontinu yang mempunyai fungsi densitas peluang

bersama f (x4, x,), maka fungsi densitas peluang marginal untuk X; dan X, adalah

filxy) = ff(xpxz)dxz (2.9)
falxz) = f f(xq, x2)dxy (2.10)

2.6  Distribusi Bersyarat
Definisi 2.10 (Bain dan Engelhardt, 1992)

Jika X; dan X, merupakan variabel random diskrit atau kontinu dengan fungsi densitas
peluang bersama f(x,,x,), maka fungsi densitas peluang bersyarat dari X, jika diketahui X; =
x, didefinisikan dengan:

f(x1,x3)

fQxalxy) = £(x1)

(2.11)



untuk nilai x, sedemikian hingga f; (x;) > 0, dan nol untuk lainnya. Sedangkan fungsi densitas

peluang bersyarat dari X,, jika diketahui X, = x, didefinisikan dengan :

f(x1,%2)
(x1lxp) = —/—== 2.12
untuk nilai x, sedemikian hingga f,(x,) > 0, dan nol untuk lainnya.
2.7  Fungsi Gamma
Definisi 2.11 (Soehardjo 1985 dalam Pharamita, 2009)
Fungsi Gamma didefinisikan oleh
rtn) = fx”‘le‘x dx (2.13)
0
untuk n > 0, n pecahan negatif n bukan bilangan bulat negatif
Teorema 2.4 (Soehardjo 1985 dalam Pharamita, 2009)
Sifat — sifat dari fungsi Gamma antara lain:
a TI'M=m-Drn-1)ataul(n—1) = % (2.14)
n > 1, n pecahan negatif dan n bukan bilangan bulat negatif
b) T(n)=mn-1)! (2.15)
o TI(3)=vx (2.16)

BUKTI PERSAMAAN (2.14)
Berdasarkan persamaan (2.13) jika dilakukan integral parsial dari fungsi Gamma dengan

u(x) = x™tdandv(x) = e * dx, maka diperoleh



u(x) = x"! = dulx) = (n—1)x""2dx

dv(x) = e™*dx = v(x)= fe‘x dx = —e™*
0

sehingga

o0

f u(x)dv(x)

0

r'(n)

[e¢]

=u(x)v(x) — fv(x)du(x)

0

o]

- j(—e‘x)(n —1)x" 2 dx

0

00

0

= —e X xn-1

=0+ (n— 1)f(e‘x) x"2dx
0

I'n) =(—1)I'(n—1),n > 1, n pecahan negatif dan n bukan bilangan bulat negatif

BUKTI PERSAMAAN (2.15)
Berdasarkan persamaan (2.14), dengan menggunakan rumus berulang berkali-kali diperoleh
'n)=mn-1rn-1).
Dengan menggunakan cara yang sama akan dihasilkan
rm)= n—1)(n-2)r(n-2)
=n—1)n—-2)(n—-3)'(n—3) ...dst
Bila n adalah bilangan bulat positif, maka,

rm)y=n-1)(n-2)..r1



dimana

1

o0
r) = jxoe‘x dx = —e™ 0
0

= ~(e™) = (="
=0—(-1)
=1
Sehingga diperoleh
rm)=(n—-1)(n-2)..1
'n)=mMm-1)!=«
untuk n=1,2,...
BUKTI PERSAMAAN 2.16

Bentuk lain dari I'(n) adalah:
I'(n) = f x"le *dx = Zf y2n=1e=y* gy
0 0

Bukti persamaan (2.17)

I'(n) = f x" le*dx
0
Subsitusi:x = y?
dx = 2ydy
Batas integralnya: x =0 =y =10
X =00 > y = OO

j- xT lo=Xdy = f(YZ)n—1e_(y2)2ydy
0 0

2n

2

o'\n—\o\:m

y*-2e ¥ ydy

2 | y2n-tev' gy

(2.17)



Terbukti bahwa ['(n) = [°x™"le *dx = 2 [” y?"te™>"dy, sehingga persamaan 2.16 dapat

dibuktikan sebagai berikut;

=4f f e~ 0’2 dydz
0 0

Subsitusi:

y =rcosf
z=rsin6

dydz = r dr d6

Batas integralnya:  y=0



T
2
-4(3) [

V)

0=0
T
=262
0

2.8  Distribusi Beta
Definisi 2.12 (Spiegel, Schiller dan Srinivasan, 2004)
Suatu variabel acak dikatakan memiliki distribusi Beta dengan parameter a dan b, jika

fungsi kepadatanya adalah

a-1(1—x)-1 0<x< 1

f) = {B@b)” (2.18)
0 yang lain
di mana B(a, b) merupakan fungsi Beta yang didefinisikan sebagai
1
B(a,b) = fxa‘l(l —x)P"1dx a>0,b>0. (2.19)

0

Fungsi Beta dihubungkan dengan fungsi Gamma oleh



r(a)r(p)

Sehingga distribusi Beta juga dapat didefinisikan oleh fungsi kepadatan
rta+ b ., o1
f0) = {T@ramy® G~ O<x<l 2.21)
0 yang lainya

Teorema 2.5 (Berger, 1990)

Mean dan variansi dari distribusi Beta dengan parameter a dan b masing-masing adalah

H= " (a+ b+1)(a+b)?’

BUKTI

Menghitung momen dari distribusi Beta bisa dilakukan dengan metode sebagai berikut

1
1
n — n,a—1 _ b—1
EX B(a,b)fxx (1—- x)’"Hdx

0

1 1

= 3@ b)fx<a+n>—1(1 — x)P7tdx (2.22)
0

maka juga dapat diperoleh persamaan

EXT = B(a+nb) TI(a+n)l(a+ b)
~ B(a,b) T(a+ b+n)(a)

(2.23)

Berdasarkan persamaan (2.22) dan persamaan (2.23), maka untuk memperoleh mean (E (X)) dan
var(X) = E(X?) — [E(X)]? adalah dengan mensubsitusikan n= 1 dan n= 2 ke persamaan (2.23),

maka



Ir'a+1)r(a+ b)

Mean(X) = EX' = fro— 7 DI (a)

B al'(a)l'(a+ b)
" (a+ b)(a+ b)(a)

a

- w5
dan
Var(X) = E(X?) — [E(0]?.
Karena
PO = Tt 55 57
_ (a+1arl(a)I'(a+ b)
(a+ b+ 1)(a+ b)I'(a+ b)(a)
_ (a+ Da
(a+ b+1D(a+ b)
maka
Var(X) = (a + (baJ:rll))(z +b) (a: b)2
(a+1a a?

“(a+b+Dla+t b) (a+t b)?

_(a+ b)(a? + a) — a’(a+ b+1)
B (a+ b)2(a+ b+1)

ab
= *
(a+ b)?(a+ b+ 1)

2.9 Distribusi Uniform

Definisi 2.13 (Berger, 1990)



Distribusi Uniform kontinu memiliki sebaran probabilitas yang sama pada seluruh

interval [p, q], dengan densitas

fxlp.g) = 4q—-p jikax e [p.al (2.24)

0,yang lain

Sehingga f; F(x)dx = 1.

Teorema 2.6
Distribusi Uniform(x; p, ¢) mempunyai mean dan variansi

q+p
EX) = p="——

(q —p)?
12

Var(X) = ¢? =

BUKTI

q
X
EX)=u= f—dx
2 q—Dp




q+p

sehingga

E(X?)

Il
B —
=
N
| | —
QL
x

1 'q3_p3]
q—-p| 3

1 [(g-p)@*+ qp+ pz)l
q-—r| 3

(q*+ qp + pz)l
3

akibatnya

Var(X) = 02 = E(X?)— E(X)?

q*+ qp + p* (q+p>2
3 2

a*+ qp+ p* <q2+ 2qp + p2>
3 4

4q% + 4qp + 4p? 3g% + 6pq + 3p?
12 12

_q*— 2qp+ p?
B 12




_ -
12

Teorema 2.7 (Bolstad, 2007)

Variabel random Uniform (0,1) dapat dinyatakan sebagai Beta (1,1), dimana distribusi
Uniform (0,1) merupakan fungsi densitas probabilitas yang konstan pada interval[0,1] dapat
didefinisikan sebagai

1 untuk 0 <x <1,

fx) = {0 untuk yang lainya atau ¢ [0, 1]

(2.25)

BUKTI

Perhatikan

1

Beta(a, b) = fxa‘l(l —x)P~1dx

0

1 1
1
Beta(1,1) = fx"(l —x)%x = fdx =x |0 =1,
0 0

maka densitas Beta (1,1) adalah

f(x]1,1) =

'1-x)°0<x<1,a>0b>0
B(1,1)x( X) x a

=1 =%

2.10 Distribusi Binomial

Definisi 2.14 (Walpole dan Myers,1995)



Suatu percobaan sering terdiri atas beberapa usaha dan tiap usaha dengan dua
kemungkinan hasil yang dapat diberi nama sukses atau gagal, percobaan tersebut dinamakan

percobaan Binomial jika:

1. Percobaan terdiri atas n usaha yang berulang

2. Tiap usaha memberikan hasil yang dapat ditentukan dengan sukses atau gagal

3. Peluang sukses dinyatakan dengan 6, tidak berubah dari usaha yang satu ke usaha yang
berikutnya

4. Tiap usaha bebas dari usaha lainya.

Distribusi peluang peubah Binomial X disebut distribusi Binomial dan dinyatakan dengan
Binomial(x; n, 8) karena nilainya tergantung pada banyaknya usaha (n) dan peluang sukses
dalam usaha (8). Bila suatu usaha Binomial dapat menghasilkan sukses dengan peluang 6 dan
gagal dengan peluang (1 — 6). maka distribusi peluang variabel random Binomial X yaitu
banyaknya sukses dalam n usaha bebas ialah

Binomial(x;n,0) = (Z) *1—-0*, x=0,12,..,n. (2.26)
Teorema 2.8
Distribusi Binomial (x; n, &) mempunyai mean dan variansi

u=n6d dan o2 =nb(1—0).

BUKTI

Misalkan hasil usaha ke j dinyatakan dengan variabel random X; ; X; dimisalkan mendapat nilai
0 dan 1, masing-masing dengan peluang 1 - 6 dan 6. Ini disebut peubah Bernoulli dengan X; = 0

menunjukan suatu kegagalan sedangkan X; = 1 menunjukan suatu sukses.



Jadi banyaknya sukses dalam suatu percobaan Binomial dapat ditulis sebagai n peubah

penunjuk bebas, sehingga
X=X+ X+ -+ X,
Setiap X; mempunyai mean E(X;) =0.(1-0)+1.0=0
E(X) =pu = EX)+ EX,)+ -+ EX,)
=0+60+---+86
=nf*
Variansi setiap X; diberikan oleh
oz, = VarX; = E(X; — 9)2
= E(x7) - 6°
= (0)2(1-6)+ (1)?06 - 62
=0(1-6)
maka
Var(X) = 02 = Var (X;) + Var(X,) + -+ Var(X;)
=601-6)+6(1-0)+ ..+6(1—- 09)

=nf(1— 0) *

2.11 Keluarga Eksponensial

Definisi 2.15 (Berger, 1990)

Keluarga densitas disebut keluarga eksponensial k parameter bila densitas tersebut dapat

dinyatakan dalam bentuk:



k
f(x16) = h(x)c(B)exp <z w; (0)t; (X)> (2.27)

Keterangan;

h(x) > 0 dan t;(x), ....t;(x) adalah nilai real fungsi dari observasi x(nilai yang tidak tergantung
terhadap 0) dan w;(60)...w,(0) adalah nilai real fungsi dari nilai vector yang mungkin dari
parameter 0(tidak tergantung tehadap x / independen terhadap ).

h(x) = fungsi non negatif dari x

t;(x) = fungsi berharga nyata dari x

c(6) = fungsi non negatif dari 6

w;(8) = fungsi berharga nyata dari 6

2.12  Teorema Bayes
Definisi 2.16 (Soejoeti dan Soebanar, 1988)

Misal S adalah ruang sampel dari suatu eksperimen dan A,, A,, ..., Aj, adalah peristiwa-
peristiva didalam S sedemikian sehingga Aj,A,,...,A, saling asing danU¥,A4,=S

dikatakan bahwa A,, A,, ..., A;, membentuk partisi di dalam S

S

A1 A2




Gambar 2.1. Teorema Bayes

Jika k peristiwa A4, A4,, ..., A, membentuk partisi di dalam S, maka terlihat pada gambar 2.1
bahwa peristiwa-peristiwva A, N B,A, N B, ..., A, N B membentuk partisi dalam B sehingga
dapat ditulis B = (A; N B)U(4; N B), ..., U(4x N B). Karena peristiwa-peristiwa di ruas kanan

saling asing maka

P(B) = Zk:P(Ai ﬂ B) (2.28)

Jika P(4;))>0) untuk i =1,2,..,k maka P(A;NB)= P(A;)P(B|A;) sehingga didapat
P(B) = Xk, P(A)P(B|A;). Misal peristiwa-peristiwva Aj,A,, ..., A, membentuk partisi di
dalam ruang sampel S sedemikan sehingga (4;) > 0 ;i = 1,2, ..., k dan misalkan B sembarang
peristiwa sedemikian hingga P(B) > 0 maka untuk i = 1,2, ..., k

P(A)P(B|A;)

P(A;|B) = k P(A)P(BIA)

(2.29)

Teorema Bayes memberikan aturan sederhana untuk menghitung probabilitas bersyarat
peristiwa A; jika B terjadi, jika masing-masing probabilitas tak bersyarat A; dan probabilitas

bersyarat B jika diberikan A;.

2.13  Distribusi Prior

Dalam inferensi Bayes untuk kasus Binomial, parameter 6 diperlakukakn sebagai
variabel, maka akan memepunyai nilai dalam sebuah domain dengan densitas f(8), dan densitas
inilah yang akan dinamakan sebagai distribusi prior dari 8, dengan adanya informasi prior ini
maka akan kombinasikan dengan data sampel yang digunakan dalam membentuk posterior.

Prior merupakan bentuk distribusi frequency yang merupakan representasi objektif pada

suatu parameter yang lebih rasional untuk dipercayai, atau prior merupakan suatu representasi



subjektifitas seseorang dalam memandang sebuah sebuah parameter menurut penilaiannya

sendiri. Sehinggga permasalahan pokok agar prior dapat interpretatif adalah bagaimana memilih

distribusi prior untuk suatu parameter yang tidak diketahui namun sesuai dengan permasalahan

yang ada.

Permasalahan utama dalam metode Bayes adalah bagaimana memilih distribusi prior

f(0), dimana prior menunjukan ketidakpastian tentang parameter 6 yang tidak diketahui.

Distribusi prior dikelompokan menjadi dua kelompok berdasarkan bentuk fungsi likelihoodnya (

Box dan Tiao, 1973):

1.

Berkaitan dengan bentuk distribusi hasil identifikasi pola datanya

a)

b)

Distribusi prior konjugat (conjugate), mengacu pada acuan analisis model terutama
dalam pembentukan fungsi likelihoodnya sehingga dalam penentuan prior konjugat
selalu dipikirkan mengenai penentuan pola distribusi prior yang mempunyai bentuk
konjugat dengan fungsi densitas peluang pembangun likelihoodnya.

Distribusi prior tidak konjugat (non-conjugate), apabila pemberian prior pada suatu

model tidak mengindahkan pola pembentuk fungsi likelihoodnya.

Berkaitan dengan penentuan masing-masing parameter pada pola distribusi prior tersebut.

a)

b)

Distribusi prior informatif mengacu pada pemberian parameter dari distribusi prior
yang telah dipilih baik distribusi prior konjugat atau tidak, pemberian nilai parameter
pada distribusi prior ini akan sangat mempengaruhi bentuk distribusi posterior yang
akan didapatkan pada informasi data yang diperoleh.

Distribusi prior non-informatif, pemilihannya tidak didasarkan pada data yang ada
atau distribusi prior yang tidak mengandung informasi tentang parameter 0, salah satu

pendekatan dari non-informatif prior adalah metode Jeffrey’s.



2.14 Fungsi Likelihood
Definisi 2.17 (Bain dan Engelhardt, 1992)

Fungsi likelihood adalah fungsi densitas bersama dari n variabel random X;, X,, ..., X,
dan dinyatakan dalam bentuk f(xq,x5,...,%,; 0). Jika x4, x,,..,x, ditetapkan, maka fungsi
likelihood adalah fungsi dari parameter 6 dan dinotasikan dengan L(8). Jika X;, X5, ..., X,

menyatakan suatu sampel random dari f(x; ), maka

L(O) = f(xy; )f (x2;0) ... f(x,; 0)

= [ [rewo (230)

2.15 Distribusi Posterior
Definisi 2.18 (Soejoeti dan Soebanar, 1988)
Distribusi posterior adalah fungsi densitas bersyarat 0 jika diketahui nilai observas x.

Ini dapat dituliskan sebagai:

f(6,x)
f)

f(Olx) = (2.31)

apabila 6 kontinu, distribusi prior dan posterior 6 dapat disajikan dengan fungsi densitas. Fungsi
densitas bersyarat satu variabel random jika diketahui nilai variabel random kedua hanyalah
fungsi kepadatan bersama dua variabel random itu dibagi dengan fungsi densitas marginal

variabel random kedua. Tetapi fungsi densitas bersama f(8,x) dan fungsi densitas marginal



f(x) pada umumya tidak diketahui, hanya distribusi prior dan fungsi likelihood yang biasanya
dinyatakan.
Fungsi densitas bersama yang diperlukan dapat ditulis dalam bentuk distribusi prior dan
fungsi likelihood sebagai berikut,
f(8,x) = f(x|0) f(0) (2.32)
dimana f(x|0) merupakan fungsi likelihood dan f(8) merupakan fungsi densitas distribusi

prior. Selanjutnya fungsi densitas marginal dapat dinyatakan sebagai

fo)= [ 1@ = [ f@)rcxie) as (2:33)

Sehingga dari persamaan (2.31), (2.32) dan (2.33), fungsi densitas posterior untuk variabel

random kontinu dapat ditulis sebagai

f(0)f(x|0)
[7 F®)f(x|6) do

f6lx) = (2.34)

Distribusi posterior dapat digunakan untuk menentukan estimator dan estimasi interval dari

parameter yang tidak diketahui.

2.16 Metode Evaluasi Estimator
Estimator yang telah diperoleh dengan metode pendekatan Bayes dan pendekatan klasik
akan menghasilkan estimator yang berbeda. Estimator terbaik yang memenuhi sifat tertentu,

diantaranya sifat tak bias dan Mean Square Error (MSE).

» Sifat Tak Bias (Unbiased)

Definisi 2.19



Sifat tak bias ini merupakan sifat baik dari estimator yang diperoleh melalui pendekatan
klasik, dalam pembahasan pemilihan estimator terbaik salah satunya harus memenuhi sifat tak
bias ini. Jika W merupakan estimator titik untuk parameter 6, maka W disebut estimator tak bias
untuk parameter 0 jika E(W) = 6 (Widiharih dan Suparti, 2003). Sifat bias dari estimator titik
W dari 6 adalah perbedaan (selisih) antara nilai ekspektasi W dan 0 (Berger, 1990), sehingga
dapat ditulis sebagai

Bias(W)= E(W)— 6

» Mean Square Eror (MSE)

Teorema 2.9 (Berger, 1990)

Jika W merupakan sebuah estimator untuk 6, maka Mean Square Eror (MSE) dari
estimator W merupakan fungsi E(W — )2, MSE mengukur rataan kuadrat dari selisih estimator
W dengan parameter 6 yang didefinisikan sebagai.

EW — 0)2=Var W +E(W — 6)2

=Var(W) + (bias(W))? (2.35)

BUKTI PERSAMAAN (2.35)
MSE(W) = E(W — 6)2
=EW - EW)+ E(W) — 0)?
= EW — EW))2+ E(EW) — )2 + 2E(W — EW)(E(W) — 6)
=EW — EW))2+ E(EW) — 6)%+ 0

=Var(W) + (bias (W))? x



Sehingga berdasarkan persamaan (2.33), MSE (W) untuk estimator tak bias akan sama dengan
nilai variansinya dari estimator W, karena nilai (bias(W))? pada estimator takbias akan sama
dengan nilai nol. Secara umum MSE mempunyai dua komponen, yaitu variansi yang mengukur

variabilitas estimator (precision) dan bias yang mengukur keakuratan (accuracy) dari estimator.

2.17 Interval Konfidensi
Definisi 2.20 (Bain dan Engelhardt, 1992)

Misalkan X, ..., X, mempunyai fungsi densitas f(xs, ...,xn; 6), 8 € Q dimana Q merupakan
interval. Anggap L=L(Xi, ..., Xn) dan U=U(X;, ..., X,) merupakan statistik-statistik. Jika
sebuah eksperimen menghasilkan data xi, X, ..., Xn, maka nilai-nilai I(xy, ..., Xn) dan u(xs, ..., Xn)

dapat dihitung.

Definisi 2.21 (Bain dan Engelhardt, 1992)

Interval (I(x1, ..., Xn),u(Xa, ..., Xn)) dinamakan interval konfidensi 100y% untuk & jika
P[L(X1, ..., Xn) < 8 <U(Xy, ..., Xy)] =y dengany = 1 — a dimana 0 <y < 1. Nilai-nilai 1(xs,
..., Xn) dan u(xi, ..., Xn) masing-masing dinamakan limit konfidensi bawah dan atas.

Definisi 2.22 (Bain dan Engelhardt, 1992)
1. JikaP[lI(Xy, ... X,) <6l =y

maka I(Xs, ..., Xn) dinamakan limit konfidensi 100y% bawah satu sisi untuk &
2. JikaP[0 <u(Xy, .., X)]l=vy

maka u(xy, ..., Xn) dinamakan limit konfidensi 100y% atas satu sisi untuk 4.

2.18 Uji Hipotesis



Definisi 2.23 (Walpole dan Myers, 1995)
Hipotesis statistik adalah suatu anggapan atau pernyataan yang mungkin benar atau
tidak, mengenai satu populasi atau lebih. Dalam melakukan pengujian hipotesis, ada dua macam

kesalahan yang terjadi yaitu:

1. Kesalahan Tipe | yaitu karena menolak H, padahal seharusnya diterima.

2. Kesalahan Tipe Il yaitu karena menerima H, padahal seharusnya ditolak.

2.19 Maksimum Likelihood Estimator (MLE)
Definisi 2.24 (Bain dan Engelhardt, 1992)
Misalkan X;, X5, ..., X,, adalah sampel random dari populasi dengan densitas f(x;;8) ,

fungsi likelihood didefinisikan dengan:

L(6y, 0, ..., 0,) = Hf(xl- :0) (2.36)
i=1

Bila fungsi likelihood ini terdiferensikan dalam 8 maka calon estimator likelihood yang mungkin
adalah 8 sedemikian sehingga:

oL
ouwO® _,
20
Untuk membuktikan bahwa 8 benar-benar memaksimumkan fungsi likelihood L(8) harus

ditunjukan bahwa:

92L(0)
062

<0
Dalam banyak kasus dimana diferensi digunakan, akan lebih mudah bekerja pada logaritma dari
L(B) yaitu = logL(#). Hal ini dimungkinkan karena fungsi logaritma naik tegas pada (0, )

yang berarti bahwa L(8) mempunyai ekstrem yang sama.



Sehingga untuk menentukan estimator maksimum likelihood dari 8 sebagai berikut:

1. Tentukan fungsi likelihood
n
L(6, 0, ..., 0,) = Hf(xl-;e)
i=1

2. Bentuk log likelihood I = log L ()

3. Tentukan turunan dari [ = log L(#) terhadap 8

0log[L(D)] _ 0
a0

Penyelesaian dari persamaan poin 3 merupakan estimator maksimum likelihood untuk 6.

9%L(0)
092

4. Tentukan turunan kedua dari dari | = log L(8) terhadap 8. Jika < 0, maka akan

membuktikan bahwa 8 benar-benar memaksimumkan fungsi likelihood L(8).



BAB Il1
PERBANDINGAN INFERENSI BAYES DAN INFERENSI KLASIK

UNTUK PROPORSI BINOMIAL

Dalam bab ini dibahas bagaimana menentukan inferensi statistik berupa estimasi titik,
estimasi interval dan uji hipotesis dari distribusi Binomial dengan metode Bayes menggunakan
prior konjugat serta membandingkan inferensi dengan metode maksimum likelihood untuk

distribusi Binomial untuk parameter proporsi yang tidak diketahui.

3.1 Likelihood dari Distribusi Binomial

Jika diketahui X;, X, ...,X,, sampel random dari distribusi Binomial, dengan X;~

Binomial (1,0) dimana 8 € Q = (0,1), maka fungsi probabilitasnya adalah
1 , s
Fa0) = ()07t — o
2

dengan x; = 0,1,2, ..., n, sehingga fungsi likelihoodnya adalah

n
—

L(elx]_)xZI"'lxn) = f(xl'; 9)

i=1

— [ 1 Xi _ n-—x;
1 ,.(xi> 651 -9
i=1

= giiixi(1 — g)nLiaxi (3.1)

Dimana };I*; x; ~ Binomial (n,0) (Freund, 1992).



Dalam kasus Binomial terlihat hubungan antara parameter 6 dengan parameter X, tapi
harus diperhatikan bahwa x merupakan jumlah dari kejadian sukses yang dihasilkan dari
observasi dan 8 merupakan sebuah nilai kemungkinan (probabilitas) yang akan diberikan oleh
observasi. Jika Xy, X, ..., X, sampel random berdistribusi Binomial(1,0) dengan x = X7, X; ~
Binomial (n,0), maka dengan persamaan (3.1), fungsi likelihood dari distribusi Binomial dapat
dinyatakan sebagai

=(M)o*(1 - 0O™*  untuk0 <6 <1. (3.2)

Terlihat bahwa ada kesamaan hubungan distribusi sampel (observasi) x yang diberikan oleh

parameter 6, tetapi subjek fungsi yang berubah menjadi parameter (Bolstad,2007)

3.2  Distribusi Binomial sebagai Densitas yang Berasal dari Keluarga Eksponensial
Jka  X,,X,,...X, adalah sampel random Binomial (1,6), maka
x = Y. X; ~ Binomial(n, 8). Berdasarkan definisi 2.15 bahwa keluarga densitas disebut keluarga

eksponensial k parameter bila densitas tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk:

k
f(x|6) = h(x)c(8)exp (Z w; (0)t; (x))

Jika x = ), X; ~ Binomial(n,6), maka densitas adalah:

feio) = (1) ox(1— oy

= (a-or (=)

= (Z) (1— 6)"exp (xlog (%)

X

dengan mengambil:



M x=o0
h(x)={x) T e
0 lainya

1-0)" 0<<6<1
c(0) = ( ) .
0, lainya

() = log(%) 0<6<1
0 yang lainya

t;(x) = x,
maka berdasarkan definisi 2.15 terbukti bahwa distribusi Binomial merupakan keluarga dari

eksponensial.

3.3  Distribusi Beta sebagai Densitas yang Berasal dari Keluarga Eksponensial

Jika X~ Beta(a,b), maka X disebut keluarga eksponensial k parameter bila densitas

tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan (2.25), sehingga

b
f(xla, b) = %x‘kl(l —x)b—1
b
= II:((;I)—;_(b))exp(logx(a—l)) exp (log(1 — x)P~1)
r'(a+b)

= Ty ©Pa—1)(logx)) + (b~ log(1 ~x))

dengan mengambil,

h(x) =1
I'(a+b)
<@b) = 7D

wi(a,b) = a—-1

wy(a,b) = b—-1



t;(x) = logx

t,(x) =log (1 —x)
dapat membuktikan bahwa distribusi Beta juga barasal dari keluarga eksponensial, oleh karena
itu dapat dikatakan bahwa densitas Beta memiliki kesamaan bentuk fungsional dengan likelihood
dari distribusi Binomial, sehingga densitas Beta dapat digunakan sebagai prior konjugat untuk

Binomial.

3.4  Distribusi Beta Sebagai Prior

Dalam teori probabilitas dan statistik, distribusi Beta adalah distribusi probabilitas
kontinu dalam interval (0,1) dengan dua parameter yang positif dan biasanya dinotasikan a dan
b. Dalam hal ini distribusi Beta digunakan untuk menjelaskan distribusi dari sebuah nilai
probabilitas yang tidak diketahui sebagai distribusi prior pada sebuah parameter probabilitas
sukses dalam distribusi Binomial (Bolstad,2007). Dalam hal ini dianggap bahwa probabilitas
sukses 8 dapat menjalani setiap nilai real antara O dan 1, sehingga distribusi prior tidak diskrit
melainkan kontinu. Karena dalam banyak hal distribusi prior untuk Binomial anggapan diskrit
tidak realistis (Soejoeti dan Soebanar,1988).

Dalam statistik Bayes distribusi Beta dapat dilihat sebagai probabilitas parameter

proporsi 0 pada distribusi Binomial setelah observasi a — 1 sukses (dengan probabilitas 6
sebagai probabilitas sukses) dan b - 1 gagal (dengan probabilitas 1 — 6 gagal) (Bolstad, 2007).

Beta(a, b) sebagai prior memiliki densitas:

I'(a+b)

f(@ a, b) = m@“‘l(l - 0)b‘1 untuk0 < 0 <1 (33)

Dalam distribusi Beta, kuantitas yang tidak diketahui adalah 6 dimana merupakan

probabilitas sukses dalam distribusi Binomial, sehingga yang membatasi nilai probabilitas ini



haruslah dari 0 sampai dengan 1. Maka cukup beralasan untuk menganggap bahwa 6 dapat
menjalani banyak tak berhingga nilai-nilai real dari 0 sampai dengan 1 dan menggunakan

distribusi kontinu (seperti distribusi Beta) sebagai distribusi prior (Soejoeti dan Soebanar,1988).

3.5 Prosedur Memilih Prior

Teorema Bayes memberikan metode untuk memilih keyakinan terhadap suatu parameter
dari sebuah distribusi jika data diperoleh. Karena dalam kasus ini ditetapkan bahwa Beta (a,b)
sebagai prior, maka untuk menggunakan teorema ini, harus dipunyai Beta (a,b) yang
merepresentasikan keyakinan terhadap parameter tersebut, sehingga ada beberapa pertimbangan
dalam menentukan parameter a dan b pada Beta (Bolstad, 2007).

Pada lampiran 1, terlihat beberapa bentuk grafik densitas Beta (a, b) dengan parameter
a=0.51,2,3 dan b = 0.5,1,2,3 yang menggambarkan variasi bentuk dari distribusi Beta (a, b).
Beta (a, b) akan digunakan sebagai prior dalam membuat inferensi Bayes terhadap parameter
Binomial. Sehingga permasalahan disini adalah bagaimana menentukan parameter a dan b untuk
Beta yang tepat untuk digunakan sebagai prior dari beberapa parameter Beta yang mungkin
(Bolstad, 2007).

Ada beberapa Hal Yang Diperhatikan dalam menentukan parameter Beta (a,b), yaitu;

1. Gambarkan prior Beta(a, b) yang dipilih. Jika grafik cukup beralasan terhadap keyakinan
prior yang dipilih maka gunakan Beta tersebut sebagai prior. Oleh karena itu dapat
dilakukan dengan mengatur dan merubah mean prior dan standard deviasi prior sehingga
ditemukan grafik prior yang berkorespondensi terhadap keyakinan secara aproksimasi.
Namun selama prior memiliki probabilitas yang cukup beralasan terhadap keyakinan

maka prior tersebut dapat digunakan.



2. Menghitung persamaan ukuran sampel dari prior(n.,). Diketahui bahwa proporsi

Binomial 6 = % maka diperoleh mean proporsi Binomial adalah

E®) =E(-)

dan variansi proporsi Binomial adalah

Var(0) = Var (g)
_ 1
= ﬁVar(x)

1
= Fn@(l - 9)

61— )
R

Karena Beta(a,b) merupakan prior dengan mean prior adalah ﬁ dan variansi prior

ab
(a+ b)2(a+ b+1)’

adalah maka dengan menyamakan variansi proporsi Binomial dengan

variansi prior diperoleh

6(1—6) ab
Negq "~ (a+ b)2(a+ b+ 1)
Dengan menyamakan mean prior dan mean proporsi maka diperoleh 6 = ﬁ dan

b f .
1-06= — sehingga persamaaan ukuran sampel n,, diperoleh

6(1—6) 6(a+ b)(1— 6)(a+ b)
Tegq ~ (a+ b+ 1D(a+b)?




6(1—6)  6(1- )
Neg  a+ b+1
Neg = a+ b+ 1.

Ini berarti bahwa banyaknya informasi terhadap parameter 6 dari prior yang dipilih
mendekati banyaknya sampel random. Sehingga harus diketahui apakah informasi prior
terhadap 0 benar-benar sama terhadap informasi 0, salah satu caranya dengan memeriksa
ukuran sampel random n.,,.

Jika data yang dimilki cukup, maka efek terhadap prior yang terpilih akan lebih kecil
dibandingkan dengan data. Dengan kata lain bahwa distribusi posterior yang diperoleh akan
memperoleh hasil yang mirip walaupun dengan menggunakan prior yang berbeda
(Bolstad,2007).

Ada 2 metode dalam memilih parameter prior Beta (a,b) adalah

1. Memilih Prior Konjugat ketika Informasi Prior Samar-Samar

Salah satu cara untuk memilih parameter prior Beta (a,b) yang digunakan adalah
berdasarkan gambar grafik densitas prior Beta yang cocok seperti pada lampiran 1. Contohnya,
jika diketahui bahwa anggapan awal(prior) dari peneliti bahwa parameter proporsi adalah 6 <
50%, maka Beta (0.5,1), Beta(0.5,2), Beta(0.5,3), Beta(1,2), atau Beta(1,3) dimana a,b >

a

7 = 50% akan menjadi prior yang bagus untuk mengestimasi parameter 6 atau sebaliknya

jika peneliti percaya bahwa parameter proporsi adalah 8 >50%, maka Beta (1,0.5), Beta(2,0.5),
Beta(3, 0.5), Beta(2,1), atau Beta(3,1) dimana a,b > ﬁ> 509% akan menjadi prior yang
bagus untuk mengestimasi parameter 6, Namun pada dasarnya semua prior konjugat tersebut

tidak akan menjadi sebuah masalah yang berarti terhadap prior mana yang akan dipilih, karena

biasanya hasil posterior akan memberikan hasil yang mirip atau mendekati (Bolstad, 2007).



2. Memilih Prior Konjugat dengan Mencocokan Mean Dan Variansi

Distribusi Beta(a, b) adalah prior konjugat untuk distribusi Binomial (n,6), dimana
distribusi Beta (a, b) memiliki beberapa bentuk berdasarkan parameter a dan b yang dipilih,
sehingga parameter prior yang dipilih seharusnya mereprensentasikan dengan penilaian subjektif
peneliti itu sendiri. Salah satu metodenya adalah dengan memilih Beta (a,b) yang cocok dengan

keyakinan prior berdasarkan mean dan standard deviasi.

Jika 9=% merupakan proporsi Binomial, maka mean dari proporsi Binomial

adalah E() = E (%) = 6, dan mean Beta(a,b) adalah ﬁ Dengan menyamakan persamaan

mean Beta(a,b) sebagai mean proporsi Binomial diperoleh

e=af:b (3.4)
sehingga
1-6=1- —
a+ b
_a+b a

“a+b a+b

b
a+ b

Diketahui standard deviasi distribusi Beta(a,b) adalah f*z dimana dengan
(a+ b+1)(a+b)*

persamaan (3.4) dapat diperoleh persamaan a = 6(a+ b) dan b =(1— 8)(a+ b), Jika

o= /@ merupakan standar deviasi dari proporsi Binomial, dengan menyamakan standar

deviasi Beta( a,b) sebagai standar deviasi dari proporsi Binomial. maka ¢ juga dapat dinyatakan

sebagai



(a+ b+ 1)(a+ b)?

_leca-9)
~Ja+b+1

Sehingga variansi dari proporsi Binomial juga bisa dinyakan sebagai

o je(a+ D)1 - 6)(a+ b)

6(1—- 16
Z2 = ﬁ. (3.5)
Dengan persamaan (3.4) diperoleh
6(a+ b) = a
a+ b —a =0
O—-1Da+ 6b =0 (3.6)

Karena diketahui bahwa 6 merupakan proporsi Binomial dimana 8 = % maka persamaan (3.6)

menjadi

(%—1)a+ %b =0

X—n X
( )a + =b =0
n n
(x—m)a+xb=0 (3.7)
dan dengan persamaan (3.5) diperoleh
(a+ b+ 1)o?2=6(1- 0)
o?a+ d’b+ o2 =6(1— 0). (3.8)

I S 0(1- 6
Karena variansi proporsi Binomial adalah 2 = %

, maka persamaan (3.8) adalah

6(1— 0)a+ 6(1— 9)b+ 6(1— 0)
n

- - = 6(1— 6) (3.9)

Jika ruas kanan dan ruas Kiri pada persamaan (3.9) dikalikan dengan maka

1
6(1-6)’



1 1 1
—a+-b+-=1
n n n

a+ b=n-1 (3.10)
sehingga jika diketahui x dan n, maka dengan metode eliminasi persamaan (3.7) dan persamaan
(3.10) dapat diselesaikan berdasarkan a dan b, maka

(x—n)a+xb=0 (3.11a)

a+ b=n-1 (3.11.b).
Persamaan (3.11.b) dikalikan dengan x, maka

(x—n)a+xb=0 (3.11.¢)

xa+ xb=x(n—-1) (3.11.4d)

Persamaan (3.11c) dikurangi dengan (3.11.d), maka a diperoleh
(x—n)— x)a= —(x(n—-1))
- -1
R CCRED)

-n

x(n—1)
a=———.

- (3.12)

Dengan mensubsitusikan persamaan (3.12) ke persamaan (3.11.b), maka dapat diperoleh

persamaan b sebagai berikut

x(n—1)+

b=n-1
n
b=mn—-1)— (@)
- nn—1)— x(n—1)
n
po D@1 (3.13)

n



sehingga dengan persamaan (3.12) dan persamaan (3.13) diperoleh parameter Beta(a, b) yang

akan digunakan sebagai prior (Bolstad, 2007).

3.6  Distribusi Posterior dari Distribusi Binomial

Dalam teorema Bayes setelah data diambil dan prior telah ditentukan maka distribusi
posteriornya dicari dengan mengalikan priornya dengan likelihoodnya dalam hal ini prior
independent terhadap likelihoodnya, sehingga data yang diobservasi harus independen terhadap
prior yang telah ditetapkan (Bolstad, 2007).

f(8lx) < f(6). f(x|0) (3.14)

Jika f(6|x) merupakan distribusi posterior dari distribusi Binomial dengan prior
konjugat (Beta dan Uniform), maka distribusi posterior marginal untuk Proporsi Binomial 6

adalah (Bolstad, 2007)

£(O1%) = f £(0)f (x16)d6 (3.15)
0

Untuk mendapatkan distribusi posterior, maka persamaan (3.14) dibagi dengan beberapa
k (konstanta) untuk membuat posterior menjadi distribusi probabilitas, artinya persamaan (3.14)
harus dibagi dengan persamaan (3.15) , sehingga distribusi posterior dapat dirumuskan sebagai

berikut

£(6).£(x|6)
[ £(0). £ (x|6) do

f(Olx) = (3.16)

sehingga fungsi integrasi menjadi dependen terhadap prior f(8) yang dipilih. Ini adalah teorema

Bayes untuk variabel random kontinu (Bolstad, 2007).



Fungsi kepadatan f(8|x) dan f(6) masing-masing menunjukkan distribusi posterior dan
distribusi prior , sedangkan f(8]x) menunjukkan fungsi likelihood. Istilah-istilah ini mempunyai
intrepetasi yang sama untuk variabel random kontinu seperti halnya variabel random diskrit.
Distribusi prior dan posterior harus benar-benar merupakan fungsi densitas, yakni posterior harus
bernilai tidak negatif dan jumlah luasan dibawah kurva yang ditentukan dengan pengintegralan
fungsi kepadatan itu meliputi seluruh domainya serta harus sama dengan satu. Sehingga
persamaan (3.15) membuat distribusi posterior benar-benar merupakan distribusi probabilitas,
dengan fungsi likelihood adalah fungsi 8 dengan x diketahui (sama dengan nilai observasi x)
(Soejoeti dan Soebanar,1988).

Harus diperhatikan bahwa pada persamaan (3.15) dianggap bahwa 6 adalah variael
random kontinu. Jika variabel random yang menjadi perhatian adalah distribusi Binomial dan

(13

informasi sampel terdiri dari banyaknya “ sukses” dalam n percobaan tertentu maka model
probabilitas tersebut adalah diskrit, sedangkan distribusi prior 6 dapat berupa diskrit atau
kontinu. Istilah “teorema Bayes untuk model probabilitas diskrit” dan “teorema Bayes untuk
model probabilitas kontinu” menunjukan kepada bentuk distribusi prior dan posterior (yakni

menunjukan apakah variabel random 6 dianggap diskrit atau kontinu) (Soejoeti dan Soebanar,

1988).

» Posterior Mean Square (PMS)

Rataan kuadrat posterior dari estimator 8 untuk proporsi 6 adalah

PMS(9) = f(e — 8)° f(6lx)do (3.17)



Persamaan (3.17) menyatakan rataan kuadrat jarak estimasi dari nilai sebenarnya, Dengan

menambahkan dan mensubsitusikan mean posterior m’, maka diperoleh

PMS(8) = j (6—m'+ m' — 8)°f (Blx)d6
0
_ j[(@—m’)z + 200 -m)(m'—8)+ (m'— 9)*| F61x)do
0

- j(e _mY? F(0]x)do
0

1 1

t f 20 = m)(m' —8)f(6lx) + j(m’— 8)° F(61x)d8

0 0

Sehingga ada 3 buah integral yaitu f01(9 —m")?2 f(é?lx)de,fo1 2(6 —m)(m -8 )f(6]x)do dan

fol(m' — @)2 f(6]x)d6. Berikut adalah penyelesaian ketiga integral tersebut

> Integrasi pertama

1
f(@ —mN? f(0)|x)d0 = Var(6]|x)
0

» Integrasi kedua

fZ(e —m)(m' —8)f(8lx)d8 = 2 f(em’ — 60— (M) + m'd)f(|x)do

0 0

1 1 1

=f9m’ f(0]x)d6 — feéf(mx)de - f(m')zf(elx)de

0 0 0



+ fm’@f(é)lx)d@

1

=m'| 0f (8lx)d0 — 8 | 6 f(6]x)do
g f

0
—(m')fo(mx)de + m'éff(mx)de
0 0

Karena f010 f(8]|x)d6 = m’'dan folf(elx)de = 1, maka
=mm —0m' —(mH%2+ m4a

=0

» Integrasi ketiga

f(m’— 0) F(6lx)do = (m' — 9)2ff(9|x)d9
0 0

Karena folf(elx)de = 1, maka

[ (= 8)* re61v)ae = (m' - 6)°

Sehingga
PMS(8) = Var@lx) + 0+ (m' — 8)° (3.18)
Dimana (m' — é)z pada persamaan (3.18) merupakan sebuah kuadrat yang selalu mendekati 0.

Terlihat bahwa pada kuadrat jarak nilai sebenarnya dengan mean posterior m’ adalah lebih kecil

daripada untuk setiap nilai estimasi untuk @ yang mungkin jika diketahui prior dan data



observasi, sehingga mean posterior adalah estimator optimum. Ini adalah alasan yang baik untuk
menggunakan mean posterior sebagai estimator Bayes untuk mengestimasi proporsi Binomial

(Bolstad, 2007).

3.7 Estimator Bayes dari Distribusi Binomial dengan Prior Beta

Jika X~Binomial(n, #) dan densitas prior 6 ~ Beta(a,b), maka fungsi densitas posterior
dapat dinyatakan sebagai fungsi bersyarat dari 6 dengan x diketahui, sehingga berdasarkan
definisi 2.10 dapat ditulis dengan

f(6,x)

f6lx) = 00 (3.19)
karena f (6, x) dapat dinyatakan sebagai f(x)f(0]x) atau £ (8)f (x|8), maka
b
FOFI0) = 1o et -0y (1) o1 - oy
_mTI'a+b) . =  o\n—x+b—
= (x)me 1(1 — g)yn—x+b-1, (3.20)
dimana
n n!
(x) - (n—x)x!" (3:21)

Berdasarkan persamaan (2.15) bahwa I'(n) = (n — 1)!, maka persamaan (3.21) dapat ditulis

sebagai

(n) _ 'n+1) (3.22)

x/  Tn—x+1Drx+1)
Sehingga dengan mensubsitusikan persamaan (3.22) ke persamaan (3.20) maka diperoleh

'm+1) I'(a+b)
(n—x+Dr(x+1)r@r)

fO)f(6lx) = T x¥*te-1(1 — g)n—x+b—1.



Selanjutnya perhatikan f(x), dimana f(x) merupakan fungsi densitas peluang marginal dari X,

sehingga berdasarkan persamaan (2.10) dapat ditulis sebagai

fe) = [ r@xas
0

= [ r@)flo)as
0
1 rn+1) ra+b) ... N
- fF(n—x+1)F(x+1)r(a)p(b)9 (1—-e)r*+P-1dg

0

3 I'n+ 1Dr(a+ b) I'x+a)l(n+ b—x)
T T'x+Dr(n—x+Dr(r) r'la+n+ b)

*f I'(a+n+ b)

x+a—-1 _ n+b—-x-1
Gt OTmT b=D 0 (1-6) ae. (3.23)

0

Perhatikan

I'la+n+ b)

x+a—-1 _ n+b—-x-1
r'x+ a)f(n+ b—x)g 1-9

merupakan integrasi dari fungsi densitas Beta(x + a,n + b — x). Karena x variabel random

kontinu, maka berdasarkan definisi 2.3, fungsi densitas peluangnya akan memenuhi kondisi

bahwa fol f(x)dx = 1, sehingga
1
j‘ I'la+n+ b)

J F'x+ a)T(n+ b—x)

9x+a—1(1 _ 9)n+ b—x—1d9 =1.

Oleh karena itu persamaan (3.23) dapat ditulis menjadi

I'n+1r(a+b) '+ a)F(n+ b—x)

&) = T DI —x + DF@F ) Tlatnt b)

(3.24)

maka dengan persamaan (3.19), (3.20) dan (3.24) fungsi densitas posterior dapat ditulis sebagai



f(6).f(x16)

f@lx) =

[ f®)x f(x|6) dO
F(Tl + 1) F(a + b) x+a—1 n—-x+b-1
 Ta—xt DIGFDIr@rey . A-0m
- 'n+Dr'(a+ b) I'x+ a)lf(n+b —x)

I'x+1Drn—x+1)r(a)rb) I'la+n+ b)

— F(a tn+ b) x+a—-1 n+ b—-x-1
S I'(x+ a)l(n+ b—x) o 1-9 ' (3:25)

Berdasarkan persamaan (3.25), dapat diketahui bahwa posterior berdistribusi Beta (x + a ,n —x +
b) dengan & merupakan variabel dan x adalah nilai observasi atau sampel.

Dalam perspektif Bayes, estimasi titik mempunyai pengertian bahwa distribusi posterior
akan digambarkan oleh nilai dari sebuah statistik tunggal. Nilai yang paling penting untuk
menggambarkan distribusi posterior adalah ukuran lokasi. Oleh karena itu, mean posterior dan
median posterior disini akan menjadi kandidat terbaik untuk dijadikan sebagai sebuah estimator.
Mengacu pada persamaan (3.17) yang membuktikan bahwa mean posterior merupakan estimator
yang optimum untuk 6, maka dalam hal ini mean posterior digunakan sebagai estimator Bayes

(Bolstad, 2007), sehingga estimator Bayes untuk parameter 6 jika dinyatakan sebagai 8  adalah

b= 214 (3.26)

at+b+n

Perhatikan estimator Bayes 6 yang diperoleh, diketahui bahwa distribusi Beta(a, b)
yang digunakan sebagai prior yang mempunyai mean a/(a + b) dan 8 = %yang merupakan
proporsi distribusi Binomial, maka estimator Bayes 6 5 akan mengkombinasikan estimator 8

dengan informasi prior, hal ini terlihat jika 8 5 ditulis sebagai

~ n X a+b a
5 = (a+bn)<g)+ (a+b+n> (a+b) (3:27)




Sehingga pada persamaan (3.27) terlihat bahwa 8 ; adalah kombinasi linear dari mean prior dan

mean sampel (Berger, 1990).

>  Nilai Ekspektasi dan Variansi Posterior
Berdasarkan teorema 2.5 nilai ekspektasi (u) dan variansi (¢2) dari distribusi Beta(a, b)

adalah

2 ab

a
=—— dan o° = .
a+b (a+ b+1)(a+b)?

Diketahui distribusi posterior yang diperoleh berdistribusi Beta (x + a ,n —x + b ), misalkan a’ =

x +adan b’ =n-x+ b, maka diperoleh nilai ekspektasi dari distribusi posteriornya adalah.

al

E(elx) = 93 = a/_l_bl

_ x+a
C (x+a)+(n—-x+Db)

X+ a

=— 3.28
a+ b+n ( )
dan variansi dari distribusi posterior adalah

a'b'
(a"+ b2 @+ b+ 1)

Var(8|x) =

B (x+a)(n—x+Db)
((x+a)+(n—x+b))2((x+a)+ (n—x+b)+ 1)

B (x+a)(n—x+b)
T (x+a+n—x+b2(x+a+n—x+b+1)

B x+a)(n—x+Db)
" (a+b+n)2a+hb+n+1)

(3.29)

(Bolstad, 2007)
BUKTI PERSAMAAN 3.28



Nilai ekspektasi posterior dapat diperoleh dengan

1

EBx) = fe £(012)do

0

f I'(a+n+ b)
I'x+ a)fT(n+ b —x)

0% + a—l(l _ 9)n+ b—x—ldg

1
— F(a tnt b) j 9[9x+ a—l(l _ 9)n+ b—x—l]dG
0

F'x+ a)f(n+ b

1
— F(a+n+ b) X +a n+ b—-x-1
" T'(x+ a)F(n+ b—x) rre1-0) a6
0

F'la+n+ b) I'x+ a+1Dr(n—x+ b)
F'x+ a)Tf{n+ b—x) 'x+ a+14+n—x+ b)

F'la+n+ b) I'x+ a+1)r(n—x+ b)
F'x+ a)f(n+ b—x) 'la+1+n+ b)

_F(a+n+ b)Y (x+ o)l (x + a)
- I'(x+ a)lf(a+1+n+ b)

_I'a+n+ b)(x + a)
~ T(a+1+n+ b)

_ TI'(a+n+ b)(x + a)
" (n+ a+ b)rn+ a+ b

x+ a
_ %
a+ b+n

BUKTI PERSAMAAN 3.29
jika

1

E(62|x) = fez F(61x)d6

0



1

— F(a+n+ b) 2rpx +a-1 n+ b—x-1

- —x)f" [6%+3-1(1 - 6) Jdo
0

F'x+ a)f(n+ b

B I'la+n+ b)
CI'(x+ a)l(n+ b

1
f0x+a+1 (1 _ 9)n+ b—x—ldg
— x)
0

3 Il'a+n+ b) '+ a+2)(n+ b—x)
" T(x+ a){(n+ b—x) I'(x+ a+2+n+ b—x)

3 I'a+n+ b)I'x+ a+2)
C I'(x+ a)l(a+ b+n+2)

l'a+n+ b)(x+ a+1)(x+ a)I (x+ a)
I'x+ a)(a+ b+n+D(a+ b+n)(a+ b+n)

3 x+ a+1Dx+ a)
“(a+ b+n+D(a+ b+n)

Maka dengan teorema 2.2 diperoleh variansi posterior sebagai berikut

Var(@|x) = E(6?%|x) — E(0]x)?

B x+a+1Dx+ a) x+ a \?
_Ka+b+n+1xa+b+nf_(a+b+n)
(x+a+1Dx+ a) (x + a)?

" @+ b+tn+tD(@+ b+n) (a+ b+n)?

_+a+Dx+ a)la+ b+n)—(x+ a)’(a+b+n+1)
B (a+b+n+1)(a+b+n)?

x4+ A(((x+ a+ D@+ b+n)—((x+ a)(a+b+n+1)))
B (a+b+n+1)(a+b+n)?

_(x+a)((n+xa+xb+an+a®+ab+n+a+b)—(xa+xb+xn+x+a®+ab+an+a))
B (a+b+n+1)(a+b+n)?

B (x+a)(n—x+Db)
“@+btn+Da+b+n)?

> Sifat Tak Bias (Unbiased) Estimator Bayes 8



Jika X, X5, 0, Xy adalah sampel random Binomial 1,9), maka

x+

x = Y X; ~ Binomial(n, 8). Diketahui 8 5 = “n merupakan estimator Bayes untuk parameter

a+ b+
0, maka nilai ekspektasi dari estimator Bayes 8 5 adalah

B/ = (a+ b+n>

1
= —F
a+ b+n (x+ a)

1
S et bin Wt E@

1
= ar b n D+

1
a+ b+n

Karena ((n) + a) # 6, maka berdasarkan definisi 2.16.1 dapat disimpulkan bahwa 8 5

merupakan estimator yang bias untuk 6. Bertolak belakang dengan statistik klasik, estimator
Bayes tidak menekankan kepada sifat tak bias dari sebuah estimator, karena estimator Bayes

biasanya merupakan estimator yang bias (Bolstad, 2007).

> Mean Square Error (MSE) Estimator Bayes 8

Jka  X,,X,,...X, adalah sampel random Binomial (1,6), maka

x+a
a+ b+n

x = Y X; ~ Binomial (n,0). Diketahui 8, = merupakan estimator Bayes untuk
parameter 0, maka MSE dari estimator Bayes 8 5 adalah
E(6p - 0)2 = Var ; + (bias éB)Z
2
x+a x+a
= Var <a+ b+n) + (E (a+ b+n) N 9)

1 2 2

=(m> Var(x + a)+< E(x+ a)—G)

a+ b+n



1 1 2
= o Ve + Var@) + (g (B + E@) - 0)

Karena diketahui bahwa, Var () = 0,Var(x) = n0(1 — 08) dan E(x) = né, maka

2

E(@ 6)2 _ nf(1-0) ( nd + a 9)
B “(a+b+n)? \a+ b+n

(3.30)
Estimator Bayes biasanya mempunyai Mean Square Error (MSE) yang lebih kecil daripada
estimator klasik, sehingga estimator Bayes dapat dikatakan lebih baik daripada estimator klasik

ketika dinilai dengan kriteria klasik yaitu Mean Square Error (MSE) (Bolstad, 2007).

3.8 Estimator Bayes Distribusi Binomial dengan Prior Uniform
Jika X3, X5, ..., X,, adalah percobaan random independen dari distribusi Bernoulli dengan

parameter 0, maka ekuivalen dengan
X = z X; ~ Binomial (n, ) (3.31)

Mengacu fungsi kepadatan posterior dinyatakan sebagai fungsi bersyarat 6 jika X
diketahui dan ditulis

f(6,x)
f()

dimana f (8, x) merupakan fungsi distribusi bersama dari x dan 6. Selain itu (8, x) juga dapat

f@lx) = (3.32)

dinyatakan sebagai perkalian distribusi bersyarat f (x|8) dengan distribusi prior f(8). Sedangkan
f(x) merupakan fungsi densitas posterior maginal x, sehingga persamaan (3.32) juga dapat
ditulis

f(6)f (x10)

0lx) = =
Fow Jo F(O)f (x]0)dx




Jika diketahui distribusi Binomial(n,8) sebagai distribusi sampel, maka distribusi
Uniform yang digunakan sebagai prior konjugat untuk mengestimasi proporsi (8) harus terbatasi
pada nilai 0 dan 1. Sehingga salah satu pilihan distribusi priornya adalah distribusi Uniform 6 ~
Uniform(0,1), dimana 6 akan bernilai konstan sebesar 1 pada semua interval, maka diperoleh

fungsi densitas marginal x yaitu

1

]f(e)f(xle)dx = f 1.(2)0"(1 — )" *dx
0

0
- Qo= o

=1
oleh karena itu distribusi posterior dapat ditulis sebagali

Fiot = LOLEW)

= (D)exa- o (3.33)

Persamaan (3.33) tidak hanya sebagai sebuah distribusi posterior namun juga sebagai distribusi
Binomial sebagai distribusi sampel.

Berdasarkan teorema 2.7, distribusi Uniform (0,1) juga dapat dinyatakan sebagai
distribusi Beta (1,1) (Bolstad, 2007). Oleh karena itu, maka inferensi Bayes untuk proporsi
Binomial (6) dengan prior Uniform (0,1) juga dapat diperoleh dengan menggunakan prior Beta
(1,1). Karena distribusi posterior f(8|x) ~ Beta (x + a ,n — x + b) dengan a = 1 dan b=1, maka
distribusi posterior dapat dinyatakan sebagai

'(n+2)
rx+1D)rn—x+1)

f(@lx) ~Beta(x +1,n—x+1) = HOFD-1(1 — g)(n—x+1)-1



'(n+2)

- rx+1Drn—x+1) o*(1 -6,

— 2 __ merupakan konstanta untuk mentransformasi  6%(1— )" ke

Dimana r'(x+1)r(n-x+1)

distribusi Beta dan distribusi posterior bisa dinyatakan dalam distribusi Beta (x + 1,n — x +1),
sehingga estimator Bayes 8  dari distribusi Binomial dengan prior Uniform[0,1] bisa dinyatakan

sebagai

_ x+1
ST+ D+ (m—x+1)

Og

_x+1

n+2

(3.34)

> Nilai Ekspektasi dan Variansi Posterior

Jikaa’ =x+ 1, b’ =n-x+1dan estimator Bayes 8 5, maka dengan menggunakan

teorema 2.5 nilai ekspektasi dan variansi dari distribusi posterior adalah.

!

. a
E(Hlx)— 03_a'+b'
_ x+1
C x+D+(—x+1)
_x+1 335
Tn+2 (3:35)
dan
a'b'
Var (0|x) =

(a"+ b)%2@ + b+ 1)

x+1D)n—-x+1)
(x+D)+(nn—x+1D))?((x+ D+ n—x+ 1)+ 1)

B nx—x>+x+n—x+1
T x4+ 14+n—x4+12(x+14+n—x+1+1)




_nx—x2+n+1 (336)
T (n+2)2(n+3) '

BUKTI PERSAMAAN (3.35)

Nilai ekspektasi posterior dapat diperoleh dengan

1

E(O)x) = f 8 £(01x)

0

_fl r(n+2)
a rx+1Drn—x+1)

6*(1—-6)""*de

B r(n+2)
_F(x+1)F(n—x+1)O

0[6*(1 — 6)"*]de

1

F( n+ 2) 0x+1(1 _ H)n—xdg

=F(x+1)F(n—x+1)0

B r(n+2) I'x+2)F((n—x+1)
CTFx+DIn—x+1D)T(x+2+n—x+1)

_I'(n+2)I'(x+2)
T T'(x+1Dr(n+3)

_F(n+2)(x+1)F(x+1)
T Tx+Dm+2)r(n+2)

x+1

n+?2

BUKTI PERSAMAAN (3.36)

Karena



E(6%|x) = fez £(012)do

'(n+2) g

- Fr'x+1Drn—x+1) . 6*[67(1 - 6)""]do

rin+2)

= xX+2 — n—x
F'x+1Drrin—x+1) O*(1 — o)*do
0

3 rin+2) I'x+3)[(n—x+1)
T I'x+Drrn—x+D)r(x+3+n—x+1)

I'(n+2)l'(x+3)
IF'x+1Drn+4)

3 r(n+2)(x+2)(x+Drx+1)
T Tx+1Dm+3)(n+2)I(n+2)

B x+2)(x+1)
T (n+3)(n+2)

Maka dengan teorema 2.2 diperoleh variansi posterior sebagai berikut

Var(0|x) = E(6?%|x) — E(0]x)?

_(x+2)(x+1) x + 1\2
T m+3)n+2) (n+2>

e +2)x+1) (x+1)?
T m+3)(n+2) (n+2)?

_((x+2)x+ D+ 2)) — ((x + D?*(n +3))
B (n+2)2(n+3)

((?+3x+2)(n+2)) — (x* +2x+ D(n + 3)
B (n+2)2(n+3)

_ (nx? +3nx +2n+2x% + 6x +4) — (nx? + 2nx + n + 3x% + 6x + 3)

(n+2)2(n+3)



_nx2+3nx+2n+2x2+6x+4— nx?®—-2nx —n—3x%?—-6x—3
B (n+2)2(n+23)

nx—x>+n+1
= E 3
(n+2)2(n+3)

> Sifat Tak Bias (Unbiased) Estimator Bayes 8

Jika X1, X5, 0, X adalah sampel random Binomial (1,6), maka
x = Y X; ~ Binomial(n, 8). Diketahui estimator Bayes yang telah diperoleh 85 = % sehingga

nilai ekspektasi 8  adalah

£ = (53)

1
= (n+2)E(x+1)

= (niz) (E(x) + E(D))

1
= ) (no+1)

no+1)
n+?2

(n6+1)
n+2

Karena

+ 6, maka berdasarkan definisi 2.19 dapat disimpulkan bahwa 8, merupakan

estimator yang bias untuk 6.

> Mean Square Error (MSE) Estimator Bayes 8

Jka  X,X,, ... X, adalah sampel random Binomial (1,6), maka
x = ¥ X; ~ Binomial(n, #), dan estimator Bayes adalah 8 = % sehingga MSE dari estimator

Bayes untuk 6 adalah



E(B; — 0)° = Var(8y) + (bias 8,))°

=var (33)+ (£(2) - o)

= (%)ZVar(x+ 1)+ (L E(x+ 1) - 9)2

+2 n+2

1 1 2
= m Var(x) + VCLT(l) + (m (E(X) + E(l)) — 9)

Diketahui bahwa Var (1) = 0,Var(x) = n8(1— 6),E(1) = 1dan E(x) = no

maka,

2

nf(1— 0) (n9+ 1_ 0)

~ 2
E(HB_H) - (n+2)2 n+2

(3.37)

merupakan Mean Square Eror (MSE) dari estimator 8  (Berger, 1990).

3.9 Interval Konfidensi Bayes

Dalam inferensi Bayes, interval konfidensi merupakan interval probabilitas posterior
yang digunakan untuk estimasi interval, sedangkan pada pendekatan klasik interval konfidensi
diperoleh dari data sampel (Bolstad, 2007)

Misalkan X;, X,, ... X,, variabel random yang diambil dari suatu populasi sembarang yang

mempunyai mean W dan variansi o2, distribusi sampling untuk mean dapat dianggap mendekati

normal dengan pz = p dan variansi g2 = Uz/n, maka dengan Teorema limit pusat diperoleh

Z= @ ~ N(0.1)

Untuk n— oo (Bain dan Engelhardt, 1992). Jika dianggap bahwa o diketahui maka interval

konfidensi untuk p dengan koefisien konfidensi mendekati 1 — « adalah



X
P —Za/ZS O’/\/_ < Zay ~1l—a
n
o —
P(—Za/z—SXn—uSZa/ —>~1—a
n n
o — o
P(—Za/zJ—ﬁ_Xn—uSZa/z\/—T_L)'vl—a’
— o — o
P(Xn—Za/z—nSIJ.SXn+Za/2\/—r_l)~1—a (3.38)

Diketahui distribusi posterior f(8|x) berdistribusi Beta (x + a ,n — x + b), dengan
X, =m’' = 0 dan 62 = s’, maka dengan persamaan (3.39) interval konfidensi untuk mean 8,
dengan kepercayaan mendekati 1 — o dari distribusi posterior Beta (x + a ,n — X + b juga dapat

diperoleh dengan mengaproksimasi ke distribusi Normal N[m’;(s")?], sehingga dapat ditulis

sebagai
[m' = Zay,s',m' + Zay 5| (3.39)

dimana Z« adalah nilai tabel Normal standar, mean posterior
2

x+a
n+a+ b

dan variansi posterior

(s)? = @) (goigad, 2007)

(a+b+n)2(a+b+n+1)

3.10 Uji Hipotesis Bayes



Seperti yang telah diketahui sebelumnya bahwa model Bayes tidak hanya mengandung
distribusi sampel f(x|6) namun juga distribusi prior f(8), dimana prior merupakan anggapan
awal terhadap parameter 0. Dalam hal ini dijelaskan bahwa informasi sampel dapat
dikombinasikan dengan informasi prior menggunakan teorema Bayes sehingga menghasilkan
distribusi posterior f(8|x), sehingga semua inferensi terhadap 6 berdasarkan distribusi posterior
(Berger, 1990).

Dalam masalah menguji hipotesis, distribusi posterior digunakan untuk menghitung
probabilitas H, dan H; adalah benar. Tapi perlu diperhatikan bahwa f(68|x) merupakan sebuah
probabilitas untuk sebuah variabel random. Karenanya, probabilitas posterior P(9 € éBIx) =
P( H, benar|x) dapat dihitung (Berger, 1990),

Pengujian yang dihadapi merupakan uji dua arah dan satu arah untuk hipotesis H, dengan
tandingan H; dengan taraf signifikansi a

A Hy:0 < 60yvsHy: 0> 0,
B. Hy:0 = 06yvsH; : 6 < 6,
C. Hy: 8 = 0ygvsH,: 0 # 0,
Pendekatan yang biasa digunakan pada kasus ini adalah dilakukan dengan mengaproksimasi ke

distribusi Normal. Dengan statistik uji pada taraf o, maka kriteria uji;

7 = \/Z(Xn - 90)

atau



"—0
Z=(m : 0)
S

Sehingga tolak H, (berdasarkan a dan hipotesis)
A. Hyditolak apabilaZ > Z,
B. H, ditolak apabilaZ <-Z,

C. H, ditolak apabila Z > Zay atauZ<Z-ay,

3.11 Inferensi Klasik untuk proporsi Binomial

Salah satu metode untuk estimasi titik dalam inferensi klasik adalah metode Maximum
Likelihood Estimator (MLE). Jika diketahui x kejadian sukses pada n percobaan, maka estimasi
maksimum likelihood parameter 6 dari distribusi Binomial adalah menentukan nilai maximum
untuk 6 (Freund,1992).

Jika diketahui X;,X,,...,X,, sampel random dari distribusi Binomial(1,0) dengan

0 € Q = (0,1), maka fungsi probabilitasnya adalah

f(x;;0) = (;) 6%i(1 — )"

i

dengan x; = 0,1,2, ..., n sehingga fungsi likelihoodnya adalah

n
L(Olxy, %y, ., %) = —[f(xi;e)
i=1

() -

n
Q=1
= giitixi(1 — @)L,

Logaritma dari fungsi likelihoodnya adalah



InL() = (ln@)in—ln(l - G)in + nin(1 - 6)

Dengan mendiferensialkan terhadap 6, maka diperoleh

d[InL(®)] d[(nd)Yi;x;—In(1— 6) X, x; + nin(1— 6)]

06 a0
X X . n
6 1-6 1-6
_ Z?=1xi _n- Z?=1 Xi
6 1—-6

Akibatnya 6 yang memaksimumkan fungsi likelihoodnya akan sama dengan akar dari persamaan

a[lnL(0)] _ .
T 0, yaltu

d[InL(0)]

a0

L1 _ n— X ~0
6 1-6

=i (1—0)  0(n—2i x;)
s—-0  ea-g

Lix (1= 0)— 0(n— XL, xy) _

(1= 0) 0

Lixi— X x;—On+ 0% x;

6(1— 0) =0

n
i=1Xi — 6n

o(i—0) _°

—bn XX
0(1—6) 6(1— 06)

n
g ===t .
- (3.40)



Sehingga MLE untuk 0 adalah 9=%.Untuk membuktikan bahwa &  benar-benar

memaksimumkan fungsi likelihood L(8), harus ditunjukan bahwa

0%[InL(0)]
002
Karena
R Y ox; n—Y.x;
az[lnL(H)]_ 62[ 101 1 _ 1_191 i
002 002

_ ?=1xi_n_2?=1xi
62 1-0)2z"

jika x =X}, x; merupakan jumlah kejadian sukses dari n percobaan, dimana n < x, maka

X n—x

62 (1-6)2

<0

(Freund, 1992)

» Sifat Tak Bias (unbiased)

Jka  X,,X,,...X, adalah sampel random Binomial (1,6), maka

X

x = Y X; ~ Binomial(n, 8), diketahui MLE nya adalah 8 = % = maka nilai ekspektasi

X adalah

Karena E(@) = 6, sehingga & merupakan estimator tak bias untuk 6.

» Mean Square Error (MSE)



Jika X, X5, 0, Xy adalah sampel random Binomial 1,9), maka
x =Y X; ~ Binomial(n, #) dan MLE untuk 8 = % = % Karena & merupakan estimator

yang tak bias untuk 6. Sehingga Mean Square Error (MSE) ialah

MSE(8) = Var (9)

x
=Var (E)
= iz Var(x)
n
= iz no(l-6)
n
3 6(1—-9)

(3.41)
n

> Interval Konfidensi Klasik (Confidensi Interval)

Dalam teori estimasi pada statistik klasik, parameter 0 dianggap sebagai suatu konstanta
yang akan diestimasi dari sejumlah n sampel pengamatan yang ada. Pendekatan yang paling
biasa digunakan untuk interval konfidensi (confidence interval) adalah dengan pendekatan
normal terhadap Binomial, maka berdasarkan persamaan (3.38) persamaan interval konfidensi

1 — a dinyatakan dengan

— o — o
P(Xn—Za/z—nS |J.SXn+Za/2\/—Z>~1—a

dan X = 8, maka interval konfidensi untuk mean 8 adalah

(3.42)



Dimana 8 adalah estimator parameter proporsi distribusi Binomial yang diestimasi dari statistik

sampel, Z « adalah presentil « / 2 dari distribusi normal standard dan n adalah ukuran sampel
2

(Bain dan Engelhardt, 1992).

» Uji Hipotesis Klasik
Pendekatan yang biasa digunakan pada kasus ini adalah dilakukan dengan
mengaproksimasi ke distribusi Normal. dengan aproksimasi uji a dengan hipotesis
A Hy:0 < 0yvsHy: 68> 0,
B. Hy:0 = 6,VvsH,: 6 < 6,
C. Hy: 8 = 06yvsHy: 6 # 0,
Pendekatan yang biasa digunakan pada kasus ini adalah dilakukan dengan mengaproksimasi ke
distribusi Normal. Dengan statistik uji pada taraf a dan X = }; X;~Binomial(n,0), maka dengan
kriteria uji;
60— 6,

zg = —— ~ N(0,1)
(1- 00)/71

Maka tolak H,(berdasarkan a dan hipotesis) pada
A. tolak H, jikaz, > z,
B. tolak H, jika zy < — z,

C. tolak H, jika z, < — z« atau z, > z« (Bain dan Engelhardt, 1992)
2 2



3.12 Algoritma Penyelesaian
Adapun prosedur penyelesaian membuat inferensi distribusi Binomial dapat di
digambarkan dalam diagram alur berikut
[ mulai ]

Y

Input distribusi sampel
Binomial(x,n,0)

A 4
Inferensi metode klasik Inferensi metode Bayes Dengan prior Uniform

\ 4

v l v

Maximum likelihood estimators

dengan prior Beta Estimator Bayes 8, U

l



MSE

Prosedur pemilihan H, ditolak

Estimator klasik 8

parameter prior Beta

Uji hipotesis

H, ditolak

Bayes/ Interval
konfidensi Bayes

l Estimator Bayes 6, B

MSE ¥
MSE

H, diterima

pilih estimator 85 U

Uji hipotesis
klasik/interval
konfidensi

H, ditolak

Uji hipotesis
Bayes/Interval
konfidensi

A 4

H, diterima H, diterima

|

pilih estimator 6 B

!

pilih estimator &

A

|—> Estimator dengan MSE terkecil
3.13 Contoh Permasalahan /t\‘
elesai

p( S D
Seorang peneliti akan Mara 24 penduduk perempuan Guetamala (n =

Gambar 3.5 Algoritma Inferensi distribusi Binomial _ -
24‘) MENQgEniar prupuial viany wCijanynit puNU  UUAGI Al LGI OGUUL., dimana dalam penelltlan

tersebut ditemukan 17 perempuan terjangkit polio.
Perhatikan X; = 1 jika responden i merupakan terjangkit kasus polio dan X; = 0 jika

responden i yang bukan terjangkit kasus polio, maka X ~ Binomial (6, 17,24).

Inferensi Bayes dengan Prior Beta
» Pemilihan Parameter Prior Beta
Pada kasus ini diketahui bahwa dari (n = 24) jumlah sampel penduduk Guetemala

teridentifikasi bahwa (x = 17) penderita polio, sehingga dapat dikatakan bahwa proporsi orang

terjangkit polio adalah 6 = % = 5 = (0.7083333 atau 70.83333%.



Seorang peneliti percaya bahwa proporsi orang terjangkit polio di Guetemala
berdistribusi Beta(a,b), sehingga Beta(a,b) ditetapkan sebagai prior, maka dengan menggunakan
persamaan (3.12) dan persamaan (3.13) parameter a dan b diperoleh

x(n—1)

n

_17(24-1)
- 24

_ 391
24

= 16.29167

dan

_(n=x)(n—-1)
N n

b

_ (24-17)(24-1)
B 24

_ 161
24

= 6.708.

Sehingga prior yang digunakan adalah f(8) ~ Beta (16.29167,6.708). Dengan persamaan

ukuran sampel prior adalah
Neg =a+b+1=16.29167+ 6.708 = 22.99967

Dan ini cukup mendekati dengan ukuran sampel n = 24, sehingga f(8) layak digunakan sebagai

prior dalam kasus ini.

> Nilai Ekspektasi dan Variansi Prior



Diketahui prior f(8) ~ Beta (16.29167,6.708). Dengan teorema 2.5 dapat diperoleh

mean prior (i) dan variansi prior (o2) berturut — turut sebagai berikut

a
a+ b

E@) = u=

16.29167
16.29167 + 6.708

0.7083436

dan

ab

Var(6) = o* = (a+ b+ 1(a+ b)?

16.29167 * 6.708
(16.29167 + 6.708 + 1)(16.29167 + 6.708)2

= 0.008608157.
Atau anggapan awal (prior) peneliti disini bahwa rata-rata seseorang terjangkit polio di
guetamala berdistribusi Beta adalah sekitar 70,83436% dengan variansi 0.008608157, dalam

hal ini terlihat bahwa anggapan awal (prior) cukup mendekati proporsi Binomial.

» Distribusi Posterior Dan Estimator Bayes

Dari kasus diatas diketahui bahwa 17 dari 24 perempuan diidentifikasi terjangkit polio (x
= 17) dan n = 24, dimana x berdistribusi Binomial, maka distribusi posterior adalah berdistribusi
Beta (x + a, n — x + b) = Beta (17 + 16.29167, 24 — 17 + 6.708) = Beta (33.29167, 13.708).

Berdasarkan persamaan (3.26), estimator Bayes untuk parameter 6 adalah

x+a

0, = ——.
B a+b+n

Diketahui a = 16.29167 dan b = 6.708, maka



17 + 16.29167
16.29167 + 6.708 + 24

éB =
_33.29167
~ 46.99967
= 0.7083384.
Sehingga bisa dikatakan bahwa proporsi perempuan terjangkit polio didaerah Guetemala adalah

70,83384%.

> Nilai Ekspektasi dan Variansi Posterior
Jka a'=x+a=17+ 16.29167 = 33.29167 dan b'=n—x+ b=24—-17+
6.708 = 13.708, maka dengan menggunakan persamaan (3.28) dan persamaan (3.29) maka

mean dan variansi dari ditribusi posterior f(8|x) adalah

al

E@O) =05 =7

B 33.29167
"~ 33.29167 + 13.708

= 0.7083384
dan

a'b’
(a+ b))% + b'+ 1))

Var(@|x) =

33.29167(13.708)
(33.29167 + 13.708)2(33.29167 + 13.708 + 1)

456.3622
106029.8

= 0.004304095.



» Mean Square Error (MSE) Estimator Bayes
Berdasarkan persamaan (3.30) Mean Square Eror (MSE) estimator Bayes dapat

diperoleh dengan

2

_ . no(1- 0)
E@p= 0= (a+ b+n)2+<

né+ a
_9)
a+b+n

Karena 0 merupakan proporsi dari distribusi Binomial, maka dari sampel kasus diatas diketahui

bahwa 17 dari 24 perempuan diidentifikasi terjangkit polio (x = 17 ) dan n = 24 dapat diperoleh

bahwa proporsi seseorang terjangkit polio 6 =£= 0.7083333~ 0.7. Distribusi prior yang

digunakan Beta (16.29167,6.708) dengan parameter a = 16.29167 dan b = 6.708, maka

MSE estimator 8 ; adalah

£l 02 = 24%0.7(1 - 0,7) ( 24 x 0.7 + 16.29167 )2
G )y = (16.29167 + 6.708 + 24)2 16.29167 + 6.708 + 24
5,04 (33.09167 _ )2
T 2208.969 46.99967

= 0.002281607 + 0.004083029

= 0.006364636.

> Interval Konfidensi Estimator Bayes

Telah diketahui mean distribusi posterior E(8|x) = m' = 0.7083384 dan variansi
posterior Var(6|x) = s’ = 0.004304095. Berdasarkan persamaan (3.39) maka interval
konfidensi( 1 — a)100% untuk 6 diaproksimasi ke

m' + Za.s'
2



Misalkan taraf signifikansi a = 0.05 dengan a’' = 33.29167, b’ = 13.708 dan Zaj, =
Zo,os/2 = 1.96, maka interval konfidensi( 1 — @)100% untuk 8 z adalah
m' + Za.s'
2

[0.7083384 —1.96 * 0.004304095 < A < 0.7083384 + 1.96 * 0.004304095]

[0.6999024 < 8 < 0.7167744].
Maka dapat disimpulkan bahwa proporsi orang terjangkit polio di Guetemala adalah antara

69.99024% dan 71.67744%.

» Uji Hipotesis Bayes

Misalkan akan diuji hipotesis berikut
H,: 6 =0.7083333
H,: 6 # 0.7083333

Taraf signifikansi « = 0,05

"—0
Z:(m : 0)
S

H, ditolak apabila Z > Zay, atau Z < Z-ay, dimana, 0z =m’' = 0.7083384 , 6, =
0.7083333 dan s’ = Var(@|x) = 0.004304095, maka

_ (0.7083384 —0.7083333)
N 0.004304095

=0.001184918

Karena Za;, = Zo,s/2 = Zy,5s = 1.96 (Lampiran 2), maka Z < Z,,s maka terima H,, sehingga

data mempunyai cukup bukti untuk menyatakan bahwa : 8 # 0.7083384.



Inferensi Bayes dengan Prior Uniform(0.1)
> Nilai Ekspektasi Dan Variansi Prior

Berdasarkan teorema 2.7 bahwa Uniform (0.1) = Beta (1.1). Jika digunakan prior
Beta(1.1) untuk untuk mengestimasi proporsi Binomial 6, maka dapat diperoleh mean prior (p)

dan variansi prior (¢2) berturut —turut sebagai berikut

E = =
@) =pu P
_ 1
T 1+1
—1—05
=5=0,
dan
b
Var(@) = ¢? = a

~ (a+ b+ 1D(a+ b)?

1.1
1+1+1)A+1)2

» Estimator Bayes dan Distribusi Posterior
Diketahui prior f(6) ~ Uniform (0.1) = Beta (1.1), dan n = 24 dan x = 17, maka distribusi
posterior f(6]x,n) ~ Beta (x + 1,n — x + 1), sehingga

f(6]x) ~Beta (17 + 1,24 — 17 + 1)

~Beta (18,8).



Berdasarkan persamaan (3.26), maka estimator Bayes untuk parameter 8 dengan prior Uniform
(0.1) adalah

x+a

O = a+b+n
Diketahui a = 1 dan b = 1, maka

x+1
2+n

9B=

_17+1
T 2442

= 0.6923077.

Sehingga proporsi dapat dikatakan orang terjangkit polio di Guetemala adalah 69.23077%.

> Nilai Ekspektasi dan Variansi Posterior

Jka a'=x+4+a=18 dan b'=n—x+ b =8, dengan menggunakan persamaan

(3.28) dan (3.29), maka mean dan variansi dari ditribusi posterior (f(6|x) adalah

!

a
E@lx) =m' =
(@lx) =m P

18

- 18+8

= 0.6923077

a'b’

Var(8|x) = s’

T @+ b)2d+ b +1)

B 18(8)
~ (18+8)2(18+8+1)

= 0.007889546

» Mean Square Eror (MSE)



Berdasarkan persamaan (3.30) Mean Square Error(MSE), estimator dapat diperoleh

dengan

2

E(B,— 6) = nf(1— 6) <n0+a _0)
B (a+ b+ n)? a+ b+n

Karena 6 merupakan proporsi Binomial, maka
X
0 = —
n

17
24

= (0.7083333~0.7

Dan distribusi prior yang digunakan adalah Beta(1,1) dengan a = b = 1, maka

E@,— 6) = 24 %0.7(1— 0'7)+ (
B (1+ 1+ 24)2

24 %07+ 1 07)2
1+ 1+24

_ 504 (17.8 07>2
676 26 '

= 0.00745562 + 0,0002366863

= 0,00769230

> Interval Konfidensi Bayes

Jkaa =x+a=x+1=17+1=18danb'=n—x+b=24—-17+1=28.

Diketahui mean distribusi posterior m' = —%— = —*%_ = 0.6923077, dan variansi posterior
a+b’ n+a+b
adalah (s9)? = b’ = 0.00788954. Berdasarkan persamaan (3.39), maka interval

(a'+b)(a'+b'+ 1)
konfidensi( 1 — a)100% untuk 6 diaproksimasi ke

m' + Za.s'
2

sehingga



m' —Za.s' < Oy < m' + Za.s'|.
2 2
Dengan mengambil taraf signifikansi « = 0.05, dengan a’ = 18, b’ = 8 dan Zaj, = Zo,os/2 =

1.96, maka interval konfidensi( 1 — @)100% untuk 8 adalah
[0.6923077 — 1.96  0.007889546 < 8, < 0.6923077 + 1.96  0.007889546]
[0.6768442 < 8, < 0.7077712].

Dapat disimpulkan bahwa proporsi orang terjangkit polio di Guetemala adalah antara

67.68442% dan 70.77712%.

» Uji Hipotesis Bayes

Misalkan akan diuji hipotesis
Hy: 6 = 0.6768442
H,: 6 # 0.6768442

Taraf signifikansi « = 0,05

"—0
Z:(m : 0)
S

H, ditolak apabila Z > Zay, atau Z < Z-ay, dengan 6, = 0.6768442, By =m’ = 0.6923077

dan s’ = Var(0|x) = 0.007889546, maka

(06923077 — 0.6768442 )
N 0.007889546

= 1.959999

Karena Za;, = Zo,s/2 = Zy,5s = 1.96 (Lampiran 2), dan Z < Z,,s, maka tolak H,, sehingga

data tidak mempunyai cukup bukti untuk menyatakan bahwa : 8 # 0.6923077.



» Inferensi dengan Estimator Klasik
Jika digunakan MLE untuk mengestimasi proporsi Binomial 6, maka berdasarkan
persamaan (3.40) diperoleh bahwa

n
= Liz1 X _ X
n n

Diketahui bahwa x = 17 dan n = 24, maka Estimator Maximum Likelihoodnya (MLE) adalah

~ X
h==
n

17
24

= 0.708333 ~ 0.7

maka dengan MLE disimpulkan bahwa proporsi orang terjangkit polio diguetamala adalah 70%.

> Niai Ekspektasi Dan Variansi
Nilai ekspektasi dan variansi adalah
E(X) =nf
=24x 0.7=17
dan
Var(X) =nd(1-9)
=24%0.7(1-0.7)

=51

» Mean Square Error(MSE)



Berdasarkan persamaan (3.4.1) maka diperoleh Mean Square Error (MSE) dari MLE

adalah
MSE(8) = Var (9)

6(1-0)
n

0.7(1—0.7)
24

0.21

24
= 0.857
> Interval Konfidensi

Interval konfidensi untuk 6 dengan koefisien konfidensi 1 — «a dinyatakan dengan
6(1- 9)
0,7(1 - 0,7)

0.7 — 1.96 < 6<07+196 07(1 - 07)
ST 24 SO 24

[0.7—0.183341 < 8 < 0.7 + 0.183341]

[0.516659 < § < 0.883341212]

Maka dapat disimpulkan dengan MLE bahwa proporsi orang terjangkit polio di Guetemala

adalah antara 51% dan 88%.

» Uji hipotesis
Misalkan akan diuji hipotesis

Hy: 0 = 0.65



H,: 6 # 0.65
Taraf signifikansi « = 0,05
Kriteria uji:

Jka §=0.7,6,=0.65 dan n = 24, maka kriteria ujinya adalah tolak H, jika

> Za/2

Karena

0.7 —0.65

2 =
j' ( . )/ 4)

= 0.5135526

Dan Za;,= Zyzs = 1.96 (Lampiran 2) maka Z < Zay, maka tolak H,. Sehingga dengan

estimator MLE dikatakan bahwa data tidak mempunyai cukup bukti untuk menyatakan bahwa
6 = 0.65

Dari Ketiga estimator yang diperoleh dapat dicari estimator yang terbaik berdasarkan
kriteria-kriteria tertentu, maka hasil dari analisis permasalahan contoh diatas dapat dilihat

perbandingan dari ketiga estimator diatas dalam tabel berikut



Tabel 3.2

Tabel Hasil Perbandingan 3 Estimator dari Contoh Permasalahan

Estimator Bayes | Estimator Maximum
Estimator Bayes | Dengan Prior | Likelihood(Estimator
Kriteria Dengan Prior Beta | Uniform Proporsi)
Estimator 0,7083384 0,6923 0,7
Mean
1. prior 0,7083436 0,5 17
2.posterior 0,0.7083384 0,6923077
Variansi
1.prior 0,008608157 0,083 -
2.posterior | 0,004304095 0,007889546 ’
Sifat
Ketakbiasan Biased Biased unbiased
Mean Square
Error 0,006364636 0,00769230 0,857
Interval [0,6999024 <@, < |0,67432 < 6 <| 0516659 < O <
Konfidensi 0,0.7167744 0,70568 0,883341211

Dari tabel 3.2, terlihat bahwa walaupun estimator Bayes bukan merupakan estimator yang bias
untuk parameter 0 dari distribusi Binomial, namun Mean Square Error (MSE) dari estimator
Bayes lebih kecil dari pada estimator maximum likelihood, sehingga dapat dikatakan bahwa

estimator Bayes menghasilkan estimator yang baik untuk parameter 0 jika MSE dari estimator

sebagai ukuran kebaikannya.




BAB IV

KESIMPULAN

Dari pembahasan pada bab 111 maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut:

Distribusi posterior dibentuk dari distribusi sampel dan distribusi awal (prior). Dalam
kasus ini distribusi sampel yang digunakan adalah distribusi Binomial. Sedangkan
distribusi priornya f(8) adalah prior konjugat.

Densitas Beta dapat digunakan sebagai prior konjugat untuk Binomial karena distribusi
Beta dan distribusi Binomial memiliki kesamaan bentuk fungsional likelihood.

Distribusi posterior yang diperoleh dengan prior Beta bisa dinyatakan dalam distribusi
Beta (x + a ,n — X + b) dengan 6 merupakan variabel dan x adalah nilai dari hasil
percobaan atau observasi. Dengan distribusi posterior tersebut dapat diperoleh estimator
Bayes parameter proporsi Binomial 0 jika dinyatakan sebagai 6 dapat dirumuskan

sebagai

é _ x+a
B™ a+b+n

Distribusi posterior yang diperoleh dengan prior Uniform bisa dinyatakan dalam

distribusi Beta (x + 1,n — x +1), dan estimator Bayes 8 g untuk parameter proporsi

Binomial dengan prior Uniform[0,1] dinyatakan sebagai



x+1

0=
B n+2

5. Estimator Bayes biasanya merupakan estimator yang bias untuk parameter proporsi
Binomial 0, namun variansi dan Mean Square Error (MSE) dari estimator bayes lebih
kecil dari pada estimator maximum likelihood, ini dapat menyatakan sebagai sebuah
keunggulan tersendiri dari estimator Bayes bahwa estimator Bayes menghasilkan
estimator yang baik untuk parameter 0 jika MSE dan Variansi yang menjadi ukuran

kebaikanya.
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LAMPIRAN 1

Tabel grafik distribusi Beta(a,b)
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LAMPIRAN 2

Tabel Normal Standar N(u = 0, 0% = 1)

z 0.00 0. 0.02 0.03 0.04 0.05 0.0e 0.07 0.08 0,09
0.0 | 00000 00040 00080 00120 00160 00199 00239 00279 00319 00350
0.1 | 00398 00438 00478 00517 00337 00396 0.0636 00675 00714 00733
02 | 00793 00832 00871 00910 00948 00987 01026 01064 01103 01141
03 01179 01217 91255 01293 01331 01368 0.1406 0.1443 01480 01517
04 ] 01554 01391 01628 0.lesd 01700 01736 01772 01808 0.1844 01879

S 01913 01950 Q1985 02019 02034 02088 02123 02157 02190 02224
0.6 [ 02257 02291 02324 02337 02389 02422 02434 02486 02317 02340
0.7 | 02380 02611 02642 02673 02704 02734 02764 02794 02823 02832
0.8 | 02881 02010 02939 02967 02095 03023 03051 03078 03106 03133
09 | 03159 03186 03212 03238 03264 03280 03315 03340 03365 03389
1.0 | 03413 03438 03461 03485 03308 03331 03534 03577 03399 03621
1.1 | 03643 03665 03686 03708 03729 03749 03770 03790 03810 03830
1.2 | 03849 03869 03888 03907 03925 03944 03962 03980 03997 04013
1.3 | 04032 04049 04066 04082 04099 04113 04131 04147 04162 04177
1.4 | 04192 04207 04222 04236 04251 042835 04279 04202 04306 04319
1.5 | 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406 04418 04420 04441
1.6 | 04452 04463 04474 04434 04495 04303 04515 04525 04335 04345
17 | 045534 04364 04573 04582 04391 04399 04608 04616 04625 04633
1.8 | 04641 04649 04656 04664 04671 04678 04686 04603 040699 04706
19| 04713 04719 04726 04732 04738 04744 04750 04736 04761 04767
2. 04772 04778 04783 04788 04793 04798 04803 04808 04812 04817
21 | 04821 04826 04830 04834 04338 04842 04846 04830 04854 04857
23 | 04861 04884 04868 04871 04375 04878 04881 04884 04887 04890
2.3 | 04893 04896 04898 04901 04904 04906 04209 04911 04913 04916
24 | 04918 04020 04922 04925 04927 04920 04931 04932 04034 04936
2.5 | 04938 04540 04941 04943 04045 04946 04945 04949 04051 04052
2.6 | 04953 049053 04956 04937 04959 04960 04961 04962 04963 04964
2.7 | 04965 04966 04967 04968 04969 04970 04971 04971 04973 04974
2.8 | 04974 04975 04976 04977 04977 04978 04979 04979 04980 04981
29 [ 04981 04952 04982 04983 04984 04984 04985 04985 04986 04986
3.0 | 04987 04087 04987 04988 04933 04989 04980 (04989 04090 04990
3.1 | 04990 04901 04991 04901 04092 (04992 (04902 (04992 04993 0.4903
3.2 [ 04993 04993 04994 04994 04094 (04994 04904 04995 04995 04993
3.3 | 04995 04993 04995 04995 04996 04996 04995 04996 04995 04997
34 | 04997 04997 04997 04997 04997 (04997 04997 04997 04997 040908







