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Abstract. In this paper is being studied about the logistimar growth model with time delay.
The mathematical model is in non-linear differeindiquation with time delay difficult to find the
solution analytically, so here we analyze the baraef the model through perturbation. The
tumor growth model has two equilibriums (i.elat=0and T = K ). Because this growth model
is non-linear hence to analyze the stability of heaquilibrium point is done through the
linearization method. By using a perturbation pchge, the equilibrium poinl = Qis unstable

and T =K is stable. The equilibrium is stable fgr< /%, unstable forr > /% and Hopf

. . Vi
bifurcation occurs af = 2— .
r
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1. PENDAHULUAN

Tumor adalah pertumbuhan jaringan
tubuh yang abnormal. Ada tiga tahap
pertumbuhan tumor yaitu tahap avascular,
tahap vascular dan
Berdasarkan pertumbuhannya, tumor
dapat digolongkan sebagai tumor ganas
(alignan) disebut juga kanker dan tumor
jinak  (benign [3] Faktor-faktor
terbentuknya tumor antara lain faktor
genetik, faktor lingkungan, faktor perilaku,
faktor kejiwaan, virus, infeksi,
karsinogenik dan co-karsinogen [5].

Model pertumbuhan tumor
merupakan model homogen  dari
persamaan logistik [2]. Pada tahun 1838
Verhulst memperkenalkan suatu model
pertumbuhan yang sering dikenal dengan
model pertumbuhan logistik. Pada model
logistik ini tidak ada waktu tunda. Pada
proses  pertumbuhan  tumor  yang
disebabkan oleh virus dan zat karsinogen
kimia yang diformulasikan oleh model
logistik, dihasilkan solusi yang berbentuk
fungsi monoton (naik atau turun), dimana
fungsi seperti ini membeikan penafsiran

tunda, kesetimbanganperturbation,

tahap metastasis,.

2r 2r

bifurkasi Hopf

bahwa tumor akan terus tumbuh (tidak
pernah berhenti) atau berhenti [1].

Ada beberapa proses menghambat
pertumbuhan tumor di dalam jaringan
tubuh antara lain khemoterapeutika
sitostatikamenyebabkan pemusnahan atau
perusakan sel tumor, operasi, terapi radiasi,
terapi hormon, imunoterapi, khemoterapi
dan peningkatan tekanan oksigen [5].
Dengan adanya treatment ini maka tumor
memerlukan  waktu untuk  kembali
bertumbuh yang dikatakan sebagai waktu

tunda. Di sini akan dikaji model
pertumbuhan tumor untuk mengetahui
karakteristik perilaku dinamika

pertumbuhan tumor berdasarkan model
logistik dengan waktu tunda.

2. MODEL PERTUMBUHAN
LOGISTIK WAKTU TUNDA

Persamaan logistik merupakan
salah satu persamaan yang paling terkenal
menjelaskan pertumbuhan populasi. Model
ini tidak akurat diterapkan untuk
mendeskripsikan pertumbuhan tumor pada
kasus dimana ada keterlambatan (waktu
tunda) dalam stadium pertumbuhan. Oleh
karena itu dikembangkan model
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pertumbuhan tumor
logistik waktu tunda.
Pada model pertumbuhan tumor
dengan persamaan logistik waktu tunda,
laju perubahan dari pertumbuhan tumor
bukan merupakan fungsi pada sﬂt)
akan tetapi merupakan fungsi sebelumnya
yakni T(t-t,), dimanat, adalah waktu

tunda. Model pertumbuhan tumor dengan
persamaan logistik klasik dinyatkan
sebagai berikut

dZ—?) = rT(t)(l—TS)] 1)

Maka bentuk model pertumbuhan tumor
dengan persamaan logistik waktu tunda
dinyatakan sebagai :

dengan persamaan

aT) _ - (_T(t-f)j 2
" =rT(t-7)1 < (2)
dengan
T(t): Jumlah sel tumor di dalam tubuh

pada waktu

r : Laju pertumbuhan intrinsikintrinsic

growth ratg
r : Waktu tunda
K : daya dukungQarrying capacity)
T(t-7): Jumlah sel tumor di dalam tubuh

pada saat penundaan

Model pertumbuhan tumor dengan
persamaan logistik waktu tunda sangat
sulit  diselesaikan, sehingga  untuk
memecahkan solusi dari persamaan (2)
dilakukan pengintegrasian kedua ruas,
dimana tO[nr,(n+2)r], nON, dan
Ot>0 sehingga hasil yang diperoleh
sebagai berikut

T0)=T(r)+ | [rT(s)(l—-l;((S)ﬂds 3)

(n-1)r
Selanjutnya menganalisa solusi
kesetimbangan dari persamaan (2) untuk
setiap t= Q Titik kesetimbangan dari

persamaan (2) adalahif = O dan
T =K. Selanjutnya akan dilakukan
analisa kestabilan pada model

pertumbuhan tumor dari permasalahan di
atas.
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3. ANALISISKESTABILAN

Model pertumbuhan tumor dengan
persamaan logistik waktu tunda
mempunyai dua titik kesetimbangan yaitu
di sekitar titik T = Odan di sekitar titik
T=K, untuk setiap t= 0 Untuk
menganalisa masing-masing titik tersebut,
dilakukan  proses linearisasi  pada
persamaan nonlinear (2). Proses linearisasi
untuk persamaan (2) yang dilakukan di
sekitar titik T = Odan T = K yaitu dengan
menggunakan prosedur perturbasi. Pada
proses perturbasi ini  menggunakan
parameter perturbasi yaitug, yang
digunakan sangat kecil (0<e&<<1)
sehingga akan mengakibatkan sangat dekat
dengan titik kesetimbangan.

Perturbasi di sekitar titik
kesetimbangan T = 0 ditulis sebagai
berikut
misalkan

T(t) =0+ et) (4)
dimana &(t)adalah perubahan dari titik
T=0. Selanjutnya persamaan (4)
disubstitusikan ke dalam persamaan (2)
sehingga menghasilkan

dz@) _ .\ re?lt-1) 5
” =rzt-7) — (5)
Dengan linierisasi persamaan (5), maka
diperoleh persamaan berikut ini

d[sﬁt)] =rzt-1) (6)
Untuk mendapatkan persamaan
karakteristik  dari persamaan (6),

dimisalkan z(t)=ce" sehingga bentuk

persamaan karakterik dari persamaan (6)
sebagai berikut

A-re?" =0 (7)
Solusi dari persamaan (6) adalah
Zt)=ce', r=0. Dari solusi yang

dihasilkan, hal ini tumor tumbuh secara
eksponensial dan tidak mengarah ke titik
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kesetimbangan T=0 sehingga solusi
kesetimbangan di titikT =0 merupakan
kesetimbangan tidak stabil.

Perturbasi  di  sekitar titik
kesetimbangan T =K, untuk ini
dimisalkan

T(t) = K +elt) |ezlt)(K ®)
dimana &(t)adalah perubahan dari titik

T =K. Selanjutnya persamaan (8)
disubstitusikan ke dalam persamaan (2)
akan menghasilkan

dzt)] _ ¢ _ - re’t-1) 9
T rzt-7) < )

Linierisasi dari persamaan (9), dengan
mengabaikan suku ke dua diperoleh

persamaan

d[z(t)

- -rzt - 1) (10)
Persamaan karakteristik dari persamaan
(10) dilakukan dengan memisalkan

z(t)=ce™ sehingga bentuk persamaan
karakteristik dari persamaan (10) sebagai
berikut
A+re =0 (11)
dimanaA adalah solusi bernilai kompleks
dari persamaan  karakteristik  (11).
Misalkan A = x+iy, dimanax merupakan
bagian real sedangkan y merupakan
bagian imajiner dad. Kemudian
A = x+iydisubstitusikan ke persamaan
(11), sehingga diperoleh
x+re™ codyr)+
i[y -re™ sin(yr)] =0
dengan menyamakan komponen real dan
imajiner pada ruas kiri dan kanan maka
diperoleh
x+re™ codyr)=0 (13.a)
y—-re™ sin(yr)=0 (13.b)
Untuk menganalisa kestabilan di
sekitar titik kesetimbangam =K maka
akan dilihat beberapa kasus darisebagai
berikut :
a. Kasusr =0

(12)

Untuk 7=0 maka persamaan
karakteristik (11) menjadi
A+r=0 (14)

dari persamaan (14), nilai eigen
A =-r <0 merupakan suatu bilangan
real yang negatif maka solusi dari

persamaan (10) adalat{t)=ce™. Hal
ini berarti bahwa untukr = 0solusi
Z(t) mendekati 0 atau dapat dikatakan

bahwa titik kesetimbanganT =K
adalah stabil.

b. Kasusr > O(ada waktu tunda)
Akan ditentukan syaratr sehingga

ReA < 0, agar kesetimbangan di sekitar
titk T=K stabil. Karena 71
menunjukkan waktu tunda sehingga
merupakan variabel bebas yang kontinu.
Oleh karena ituAd merupakan variabel
tak bebas yang memuatmakaA juga
Titk T =K stabil

kontinu. jika

Re/ = x bernilai negatif (x <0). Jika
nilai 7 dimisalkan7, yang memenuhi

ReA(r,)=x(r,)=0, dimana x= 0

menjadi batas atas agar titik
kesetimbangan di sekitar titik = K

stabil. Dari hal ini maka diperoleh
persamaan karakteristik (11) memiliki

sepasang akar-akar imajiner muttiy .
Dari persamaan (2.13a) untukr,) =0
diperoleh

codyr,)=0 (15)

menunjukkan bahwaz, :g+2kn , K

=0,1,2,...

dari persamaan (2.13a) disubstitusikan
ke dalam persamaan (2.13b) sehingga
diperolehy =r . Untuk y =r maka

r, =2t +2km  k=0,12,...
2r
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Oleh karena itu ReA(r)=x(r)=0
T=T1,= .

2r

memperhatikan syarat , untuk 7 =0
nilai x yang diperoleh adalakr, dan

untuk Dengan

untuk rzzﬂ nilai x yang diperoleh
r

adalah 0. Sehingga dari kedua hal ini
dapat diketahui bahwa untuk

O<r<§— nilai Rel=x bemilai
r
negatif maka solusi kesetimbangan di

sekitar titik T = K stabil.

7l
Kasusr < —
2r

Misalkan
r="_s O0<e<<1

o (16)

Telah diketahui bahwa untuk=2£,
r

nilai x=0 dan y =r. Untuk £ sangat
kecil, x dany berubah menjadi
x=0, 0<d<<1
y=r+og, O<og<<l
Dengan mensubstitusikan persamaan
(16) dan persamaan (17) ke persamaan
(13a) dan persamaan (13b), diperoleh

JHQD{[(,}[;DO (18)

Dengan melakukan ekspansi untdk
o dan ¢ yang sangat kecil akan
diperoleh,

-r2e

=

rlem

M

Dari nilai 0 dan o maka solusi dari
persamaan (10) dapat ditulis

Z(t) = ce™
7(t) = Relce* ¥}
Dengan menggantidany maka

2(t) = Re{cexp[d +i(r + o)t]}

(17)

o=

ag=

2 riem

r-&
—2t cogr+— (t

2
1+’T— 1+l
4 4

Dengan 0< ¢ << 1bahwa solusi dari

persamaan (10) berosilasi dan menuju
ke nol, berarti solusi dari persamaan
(10) menuju pada titik kesetimbangan

z(t) = cex

sehingga  untuk  kasus 7 <2£
r
kesetimbangan disekitar titikT = K
adalah stabil.
. Kasusr > %
2r
Misalkan
r=é%+£,0<£<<l (19)
Telah diketahui bahwa untuls :zﬂ,
r

nilai x=0 dan y =r. Untuk £ sangat
kecil, x dany berubah menjadi
x=9J, 0<d<<1
y=r+o, O<o<<l
Dengan mensubstitusikan persamaan
(19) dan persamaan (20) ke persamaan
(13a) dan persamaan (13b) diperoleh

cea-rod Zoe o] Zoe] -

Dengan melakukan ekspansi untdk

o dan ¢ yang sangat kecil maka

diperoleh
r’e

=)

rlemr

o= ————0

-

Dari nilai 0 dan o maka solusi dari
persamaan (10) dapat ditulis

2(t) = ce™
2(t) = Refce v}

Dengan menggantidany, maka

2(t) = Re{cexdd +i(r +o)t]}

(20)

o= dan
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ris rlem
— tlcosr-

—
1+i 2(]_+772]
4 4

untukr yang semakin bes{rwz”],
p

maka solusi berosilasi semakin besar
dan menjauhi titik kesetimbangan
sehingga titik kesetimbangan menjadi
tidak stabil.
Jika periode dari solusi yang berosilasi
di atas sama dengam dan periodik
untuk 27 maka T dapat ditentukan
melalui
codat +T)| = codat + 27)
diperoleh,

2m

T=22
w

_ar
r+o

z(t) = cex

_om
r

Dari perhitungan periodik di atas maka
dinyatakan bahwa periode osilasi untuk

nilai 7 = % adalah sebesatr .

Selanjutnya akan dikaji kestabilan

untuk r=2£. Pada kasus ini untuk titik
r

setimbang padd =K terjadi perubahan
kestabilan yang dikatakaifurkasi Hopf,
yaitu terjadi perubahan kestabilan. Dari

persamaan (2), dimisalkap(s)zTIEt) dan

t
s=—
T

menjadi,

d)d(—(sS) = rrs-1)(1- Xs-1))

persamaan (21) diubah ke dalam bentuk
sebagai berikut

maka persamaan (2) dapat ditulis

(21)

xs) = af(x(s-1)) (22)
dimanazy =r7 > (adalah konstan dan
f:0" - O adalah fungsi kontinu yang
mempunyai sifat:

i. £(0)=1(@)=0

ii. fadalah positif pada intervziD,l] dan
negatif pada interval yang lain vyaitu
f(x)>0 untuk x0(01) dan
f(x)<0untuk xD(],+oo).

iii. f mencapai maksimum global pada
interval  [01] c0(01) sedemikian
sehingga f(c) < f(x) untuk semuax # c
dan f berkurang padéc).

Selanjutnya menganalisa bifurkasi Hopf
dan kestabilan dari solusi periodik
bifurkasi pada persamaan (21) dengan
menggunakan pendekatan fungsi NBV
(normalised bounded variatipn pada
interval [0,1]. Dengan menggunakan
pendekatan fungsi NBV, diasumsikan
bahwa f OC®. Misalkan ¢ dinotasikan
sebagai ruang BanacliBanach space)
yang terdefinisi pada interval[—],O]

dengan nilai kompleks df. Misalkan L
sebagai pemetaan linear yang kontinu dari

¢ ke C, dengan fungsi NBV tunggal
sedemikian sehingga

L(¢) = [ dZ(6)A-6), untuk setiapy O¢

Artinya bahwa dengan norm total variasi
adalah representasi ruang dual dé#i

dimana 60[01]. Oleh karena itu, dapat
ditulis L(g)=(¢,@). Misalkan ¢ sebagai
fungsi bounded variation  yang
didefinisikan pada intervaI[O,l] maka
fungsi NBV ¢(6,a) untuk operator L
mempunyai bentuk sebagai berikut

5(9,a)={ 0 untuk 60[03)

af'1) untuk 6=1
Bifurkasi Hopf muncul ketika
kesetimbangan di sekitar titik
T = K kehilangan kestabilan untuk
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7l )
a, = artinya bahwa
FIRa ’

kesetimbangan di sekitar titikT =K

keadaan setimbang stabil berubah menjadi
keadaan setimbang yang tidak stabil. Oleh
karena itu dapat merubah bentuk variabel
persamaan (22) yaitu dengan
memisalkards) = Xs)-1 dan
z.(-1) = 4s-1) maka berubah menjadi

4s)=af(4s-1)+1) (23)
Dari persamaan (23) akan diperoleh bagian
linear dan nonlinear, dimar4z,) sebagai
bagian linear dari persamaan (28(z,)

sebagai bagian nonlinear dari persamaan
(22) dan diasumsikan bahwaG =0
sehingga persamaan (23) menjadi

As)=af '(1)As-1) - az?(s-1)

Persamaan (24) mempunyai bagian linear
dan bagian nonlinear sebagai berikut,

L(z,) = af'@)z.(-1) (25)
G(s)=al f(z.(-1)+1)- f'@W)z.(-1)]  (26)
MisalkanT(t), t > 0, sebagai semi-group,
yang didefinisikan oleh persamaan

z=1(z,) danA dinotasikan sebagai
generator dari semi-grouifurkasi Hopf
dapat terjadi untuk beberapa titik kritgg,
jika A mempunyaiiw, sebagai nilai eigen.
Misalkan A(A,a@) merupakan persamaan

karakteristik maka nilai eigen dapat
ditemukan dari persamaan
karakteristiknya. Dari persamaan (26)

bahwa  Zs)= L(z,)+G(z,)  karena
sebelumnya sudah diasumsikan bahwa
G =0 sehingga diperoleh

AN, a)=A+a|f'@)exd-1)=0 (27)
Pada generatoA mempunyaiiw, sebagai

(24)

nilai eigen jika terdapatpD¢, pz0

sedemikian sehingga(iay,,a,)p = O.
Maka fungsi  ¢(0)=expiw,6)p
merupakan vektor eigen daA pada nilai
46

Misalkan qD¢, gz0
memenuhi qA(iw,,a,) = 0. Jika A
adalah operator konjugate maka
mempunyai i, sebagai nilai eigen dan
vektor eigen 7] memenuhi
(W, 9 =qD,A(wy, a,)p, dimana
D,A(A,a) merupakan turunanA(},a)
terhadapA . Jika +iw, adalah nilai eigen
maka (¢,¢) =1 sehinggag D,Aliaw,, a,)p
=1.

eigen iw,.

Untuk mempelajari tipe dan
kestabilan dari solusi periodik bifurkasi
dengan menentukan suku ketiga, di
dalam ekspansi Taylor. Dengan suku
ketiga y, digunakan untuk menyelesaikan
teorema 1 yang diambil dari [5], dapat
dihitung dengan

Uc
= 2
2 " 0(ap,al w0 )p) &P
dimana
D, Aliw,,a,) :  turunan  Aliw,a,)

terhadapa, (parameter bifurkasi).

c= %quG(Q ao)(w, c_oj +qD7G(0, ao)(éﬂ— (-0). <"j
[

+%quG(0,ao)(l//¢,(.,2i a)o),(_p) (29

yang diambil dari [5], dimana
D,G(z,,a,): Turunan dari G(z,,a,)

terhadapz,

D2G(z,,a,): Turunan kedua dari
G(z,,a,) terhadapz,

D3G(z,,a,): Turunan ketiga dari
G(z,,a,) terhadapz,

dan

PR A R
D/G(0.a, (@)

Dari nilai suku ketiga p, di dalam

ekspansi Taylor, dapat menentukan

kestabilan dari solusi periodik bifurkasi

sebagai berikut :

a. Jika u, positif maka bifurkasi disebut
superkritikal dan solusi periodik untuk
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a>a,. Jika kesetimbangan adalah
stabil untuk a<a, maka solusi

periodik bifurkasi adalah stabil. Oleh
karena itu, solusi periodik bifurkasi
adalah stabil asymtotik.

b. Jika w, negatif maka bifurkasi disebut
subkritikal, solusi periodik bifurkasi
untuk a <a, dan kesetimbangannya

tidak stabil serta untuk waktu tunda sama

dengan2ﬂ terjadi bifurkasi Hopf. Oleh
r

karena itu, penundaan pada pertumbuhan
tumor yang mengikuti model persamaan
logistik menyebabkan terjadinya osilasi

sehingga mempengaruhi kestabilan titik

kesetimbangan.

adalah stabil untuk < a, maka solusi5. 5. DAFTAR PUSTAKA

periodik bifurkasi adalah tidak stabil.

4. KESIMPULAN
Dari pembahasan mengenai model

pertumbuhan tumor dengan persamaan

logistik waktu tunda dapat disimpulkan
bahwa model pertumbuhan tumor dengan
persamaan logistik  waktu tunda
mempunyai dua titik kesetimbangan yaitu
kesetimbangan di sekitar titik =0 dan
kesetimbangan di sekitar titikl = K.

Kesetimbangan di sekitar titlk = pada
model pertumbuhan tumor, keadaan
setimbangnya tidak stabil sedangkan

kesetimbangan di sekitar titik T =K,
keadaan setimbangnya stabil untuk waktu

tunda kurang darizﬂ dan untuk waktu
r

tunda lebih dari% kesetimbangannya
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