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1. PENDAHULUAN

Untuk memudahkan pembahasan
selanjutnya, pada bagian ini terlebih
dahulu diberikan beberapa definisi dan
sifat-sifat untuk fungsi terintegral
Henstock-Kurzweil yang bernilai Banach
dan terdefinisi di ruang Euclide".

Diberikan fungsi volume: padad"
dan sel E 0OO". Fungsif : R"* -
X dikatakanterintegral- « Henstock pada
E, ditulis dengaf € R*(E, X, ), jika
terdapat € Xdengan sifat untuk setiap
bilangan & 0 terdapat fungsi positifo
padaE sehingga untuk setiap partisi Perron
ofined ={(D,®)} ={(D;,x) :i=12,..r}
PadaE benar bahwa
D)X F@aD) -a| = [T fR)a®D) —af <e.

Jikaf €
R*(E,X,a) danJ(E) koleksisemua sel di
dalam E maka fungsi sef: J(E) -

Xdengan rumusg () =
(R, fd a untuk setiap sel |
07(E) disebut Primitif Henstock-

a fungsif padaE. Fungsif € R*(E, X, a)
jilka dan hanya jika terdapat fungsi sel
aditifF : J(E) » X'sehingga untuk setiap
bilangan & 0 terdapat fungsi positifd
padaE berlaku

10

D) F@aD) - FE)| = [(D{EF@®a®d) - FD) < e
untuk setiap partisi PerrodineD =
{(D, x)} padaE.

Selanjutnya untuk beberapa teorema
dan definisi dalam tulisan ini dirujuk dari

pustaka yang ada kemudian
digeneralisasikan.

Untuk  membuktikan ekuivalensi
antara fungsi terintegral Henstock-

Kurzweil dengan fungsi yang mempunyai
sifat Small Riemann Sums diperlukan
suatu criteria dan teorema berikut ini

Teorema 11 (Kriteria  Cauchy)
Diberikan fungsi volume a pada 0", sel E
oa” dan X ruang Banach.Fungs
f € R*(E, X, a) jika dan hanya jika untuk
setiap bilangan & > 0 terdapat fungsi
positif o pada E sehingga untuk setiap dua
partiss D; = {(D,x)} dan D, = {(D, %)}
pada E berlaku

|@0 Y F@a) - )Y F@am)| <

Teorema 1.2 Diberikan fungsi volume a
pada 0" dan sd E 0OO" Jka fe€
R*(E, X, a) dengan F sebagai primitifnya,
maka untuk setiap bilangan € > 0 terdapat
fungs positif n > 0 sehingga jika s
J € E dengan a(J) < n berakibat
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IFQDI = ||R) f, 7 dal| <.

2. LOCALLY SMALL
SUMS (LSRS)

Berikut diberikan definisi fungsi dari
ruang Euclided" keruang BanaclX' yang
memiliki sifat Locally Small Riemann
Sums dan beberapa teorema yang terkait
dengan sifat Locally Small Riemann Sums.

RIEMANN

Definis 2.1 Diberikan fungs volume a
pada 0", sel E ¢ R, dan fungsi f : R™ -
X. Fungsi fdikatakan mempunyai sifat
Locally Small Riemann Sums (LSRS
terhadap a pada sd E ditulis dengan
f € LSRS(E, X, ) jikaf terukur-a dan
untuk setiap bilangan ¢ > Oterdapat fungsi
positif Jdpada E sehingga untuk setiap
y € E berlaku

@) F@am)| <

untuk setiap partis Perron JSfine D =
{(D,%)} padasel C c B(y,6(¥)).

Teorema 2.2 Diberikan fungsi volume a
pada 0", se E cR", dan fungs f :
R > X. Jika f€R*(E,X,a) maka
f € LSRS(E, X, )
Bukti :
Diketahui f € R*(E, X, ) berarti untuk
sebarang bilangam > 0 terdapat fungsi
positif & pada E sehingga jikaD =
{(D,x)} partisi Perron g,-fine pada E
berlaku

1) F@aD) - FE)| <2
denganF menyatakan primitifnya pada sel
E. Menurut teorema 1.2, berarti terdapat
bilangann > 0 sehingga untuk setiap sel
J € Edenganx(J) < n berlaku

IF(I <=
Selanjutnya dibentuk fungsi positfpada
sel E dengaé(x) = min {61(x),n, %}
Diperoleh a(C) <&(x) untuk CE€
(%,6(x)). Lebih lanjut, diperoleh bahwa
a(C) < §(x) < n. Dengan demikian untuk

sebarang € E dan sebarang partisi Perron
o-fine P pada sel c B(y,5(¥)) berlaku
[P EF@aD@)] < [|P)EF@a®D) - FO| +

EIIF(SC)II

<E+E=£. | |

Teorema2.3 Diberikan fungs volume a
pada 0", sd E cR", dan fungs f :
R > X. Jika f € LSRS(E,X,a) maka

fER(E X, a)
Bukti :
Diberikan sebarange >0 dan D =

{(D,x)} ={(Dy,%1), ..., (Dy, X,,)} partisi
Perron &fine pada selE. Untuk setiap
i(i=1,2,..,n) terdapat fungsi positit;
denganD; = {(I,x)} partisi Perrorns;-fine
padaD;. Menurut yang diketahui diperoleh

I(0) 2 F@a)]| < =
Diambil n =maks {§(X); x EE },
menurut teorema 1.2 didapat
IF)I = || (R J,, f der| < =
Oleh karena itu untuk sebarang partisi
Perron 6;-fine D; = {(I,x)}pada D;
diperoleh
(D)X fFE)a() = F(Dy)|| <
(D) 2 FEaD]|| + IFD)I
< =+ < = Zuntuk setiap.
2n 2n n
Selanjutnyadiambil  §*(®) = min{5(®), 5;(%)}
maka D = UL;D; merupakan partisi
Perron §*-fine padaE . Oleh karena itu
diperoleh

D)2 F @) - FE)| =

|2 (@) 2 F@am) - Fy) |

< S| @) 2 F@a(D - FO)
<n-—=¢

n
Jadi terbuktif € R*(E, X, a). m
Dengan demikian menurut teorema 2.2
dan teorema 2.3 diperoleh adanya
ekuivalensi antara fungsi terintegral
Henstock dan fungsi yang mempunyai sifat
LSRS pada sdt.

3. GLOBALLY SMALL RIEMANN
SUMS (GSRS)
Selanjutnya GSRS dikembangkan
berdasarkan pengertian dan sifat fungsi
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terpancung. Diberikan s& 00" danf :
R™ > X, fungsif, dengan rumus sebagai

berikut:
_ X )| <
7 00 = {f()i),untuk”f(x)”'_ k
0, untukyanglain
disebutfungsi terpancung.

Selanjutnya  diberikan  definisi
fungsi dari ruang Euclided" keruang
BanachX yang memiliki sifat Globally
Small Riemann Sums.

Definist 3.1 Diberikan fungsi volume a
pada 0" sd E c®R", dan fungsi f :
R" — X terukur-a pada sdl E. Fungsi f
dikatakan mempunyai sifat Globally Small
Riemann Sums (GSRS) pada sel E ditulis
denganf € GSRS(E,X,a)  jika untuk
setiap bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan
bulat positif K dengan sifat untuk setiap k
> K terdapat fungsi positif o pada E
dengan sifat untuk setiap Perron d-fine
D = {(D, x)} pada sdl E berlaku

|® oo YD) < e

Dengan demikian sesuai dengan
definisi, setiap fungsi terukur dan terbatas
pada seE c R™ bersifat GSRS pada sel E.

Teorema 3.2 Fungs fterdefinisi pada sl
E c ®", didefinisikan fungs f, dengan

rumus
700 = {f(}f),untuk”f(f)”. <k

0, untukyanglain.
Fungs fterintegral Henstock pada sel E
ke F(E) dan F,(E) - F(E) untuk k -
oojika dan hanya jika fmerupakan fungs
terukur-a bersifat GSRS pada sel E.
Bukti :
(Syarat perlu) Diketahuf € R*(E, X, @).
Oleh karena itu untuk setiap bilangan
e > 0 terdapat fungsi positié* pada seE
sehingga untuk setiap partisi Perrém-
fine D* padaE berlaku

@) F@aw) -F@)| <=

12

Menurut definisi fungsi f, diperoleh
fi ER*(E,X,a) untuk setiap k, jadi
terdapat fungsi positif 5 pada sel E
sehingga untuk setiap partisi Perrép-
fine D, pada seE berlaku

. _ _ €
@) ) fe@a®) - R <5
Diketahui {F,(E)} konvergen keF(E)
pada selE sehingga terdapatlah bilangan

asli K dengan sifat untuk setiap > K
berlaku

IF(E) — F(B)I <

untuk setiapk > K didefinisikan fungsi
positif 0 pada sel E dengan 6(x) =
min{é*(x), 6, (x)}untuk setiapx € E. Jadi
untuk setiap partisi Perros+-fine D pada
selE berlaku

1@ Zyeopsn FEaD|| =
ID) 2F@aD) - fu@Da®@))|
<@ F@aw) - F®)| + IFE) - F@I

+ @) k@ad) - @)
<TtHitt=e
(Syarat  cukup): Diketahui  fungsi
fmerupakan fungsi terukur bersifat GSRS
pada selE maka untuk setiap bilangan
€ > 0 terdapat bilangan bulat positiKg
dengan sifat untuk setiap > Ky terdapat
fungsi positif§, pada selE dengan sifat
untuk setiap partisi Perraf),-fine Dy pada
selE berlaku

| @0 oo FEaD|| <5
Lebih lanjut fungsif, terintegral Henstock
pada seE untuk setiap k, sehingga untuk
setiapm, k > K terdapat fungsi positidy,
dand;, pada seE dengan sifat untuk setiap
partisi Perrond.-fine D, dan partisi Perron
6, —fine Dy pada seE berlaku

|@w ) Fn@a@) - BB <
dan
(D) X fi(D)a(D) - Fe(B)|| < <.
Untuk m, k > K,diambil fungsi positif &
dengan rumuss(x) = min{d,,(x), 6, (%)}
sehingga untuk setiap partisi Peridifine
D pada seE berlaku
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IFy (E) — En(EDIl <

|Fe®) = @) 2y F@2D) | +

@) Zyr@ s F@a@)|| + | @) Zryom F @ a(D)||

+ || B = @) Zy oy em F D) |
<THiti4c=e

Jadi{F, (E)} merupakan barisan Cauchy di
dalam . KarenaX merupakan ruang
lengkap makdF, (E)} konvergen, katakan
ke F(E). Dengan demikian terdapat
bilangan bulak, dengan sifat untuk setiap
k > ko berlaku

I (B) - FB)I < 5

Diambil K = maks {K,,ky,} ,sehingga
untuk setiapge > K dan untuk setiap partisi
Perrondfine pada sek berlaku

1D F®a(®) - FE)|| <

@) = F@a(®) = FB)|| + IF(E) - FE)I <
|F(®) = @) Sjpoper F@a®) | +

@) Zyr sk F@aD|| + IFE) = FEI
<cHTHi<e. ]
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