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Abstrak

Misalkan V suatu ruang vektor berdimensi hingge dégangan
kompleksC, T operator linier nilpoten pada V daW subruang T-
invariant dari V. W dikatakamarked jika terdapat basis Jordan
untuk W yang dapat diperluas menjadi basis JordamkuV.
Dalam tulisan ini ditunjukkan bahwa suatu basigldoruntuk W
dapat diperluas menjadi basis Jordan untuk V ji&a kanya jika
basis tersebut mempunyai sifat ketetapan dan kddalaman.
Syarat perlu dan cukup suatu subruang T-invaridatahmarked
juga diberikan secara geometri dengan memanfatkiechan Peta
dari T.

PENDAHULUAN

Misalkan V suatu ruang vektor berdimensi hingga d@angan kompleks C, T
operator linier nilpoten pada V dan W subruangwariant dari V. W dikatakan
invariant terhadap T atau disingkat T-invariarkajir (x) 0 W, O x O W. Suatu
rantai (untuk T) adalah himpunan vektor-vektorriak:
{% (T-A)X, ...... (T -A)"(%) }

sedemikian hingga (T XI)" (x) = 0. Dimana\ adalah nilai eigen dari T dan (T -
A)"(x) adalah vektor eigen dari T yang berpadanan aemgjai eiger\. Basis
Jordan untuk subruang T-invariant W adalah bastsikulV yang merupakan
gabungan dari rantai-rantai. Sedangkan basis Jamdtuk V (disebut juga basis
Jordan untuk T) adalah basis yang berbentuk :

{ Xij, (T =Nl (i), weeeen C(T-ND) T Oxg), = =1, . ,iS
dimana x OV dan (T -Ail) " (x4) = 0.
Gohberg dkk [ 6 ], memperkenalkan salah satu ladaissubruang invariant yang
mereka namakan subruangiarked Pada umumnya, tidak setiap subruang
invariant adalalmarked Suatu subruang invariant dikatakaarkedjika terdapat
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basis Jordan untuk subruang tersebut yang dapatiuiys menjadi menjadi basis
Jordan untuk ruang vektor keseluruhan. Permasalghag muncul disini :
bilamana basis Jordan untuk suatu subruang invadiapat diperluas menjadi
basis Jordan untuk ruang vektor keseluruhan ? Umerkgkaji permasalahan ini
akan ditinjau dari segi ketinggian dan kedalamatwsuektor dan sifat—sifat yang
terkait. Karakterisasi subruamgarked juga diberikan dalam keluarga subruang

Vi= Ker (T n Im (T%. Dalam pembahasan subruangrkedini hanya akan

ditinjau untuk kasus operator linier T yang nilpote

Karakterisasi Basis Jordan yang Dapat Diperluas

Untuk selanjutnya misalkan T : \, V, suatu pemetaan linier nilpoten dengan
indeksa. Maka O adalah satu-satunya nilai eigen dari TukJx O V, ketinggian
dari x, dinotasikan dengan ht (x), adalah bilanbaitat tak negatif terkecil h
sedemikian hingga "{x) = 0. Untuk x# 0, kedalamandari x, notasi dp (),
didefinisikan sebagai bilangan bulat tak negatibésar d sedemikian hingga x =
TYy), untuk suatu yO V. Selanjutnya, suatu vektor tak nol x dikatakan
mempunyai sifat ketetapanconstancy propertyg CP ) jika berlaku salah satu :
T(x) =0 atau T(x} 0 dan dp (T(x)) =dp (x) + 1.

Sedangkan suatu rantai S = { x, T(X), ....."{&) } dikatakan mempunyai CP
jika dan hanya jika berlaku dp'¢(x)) =dp (x) +i—1,i=1, ...... , h. Selanjutnya
pandang himpunan bagian tak hampa B dari V yang$kfier dengan B = {ix
...... , X% }. B dikatakan mempunyai sifat kedalamadepth property= DP ), jika

[0 x O span (B), ¥ 0 dengan X ®;1X; + ...... +a.X, berlaku :

dp(X)=min{dp ®:0;#0,i=1,...... , T}

Catat bahwa sifat ketetapan ( CP ) dan sifat kedata( DP ) ini tidak
mengakibatkan satu terhadap yang lain.. Selanjugkga ditunjukkan bahwa sifat
ketetapan dan sifat kedalaman ini akan mengkais&ter subruangnarked

Namun sebelumnya akan diberikan terlebih dahulefzgda lema berikut ini :
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Lema 1
Misalkan V suatu ruang vektor atas lapangan kongplék Jika C basis Jordan

untuk V maka C mempunyai CP dan DP.

Lema 2
Misalkan S = { x, T(x), ..... ,"B(x) } suatu rantai. Maka S maksimal jika dan

hanya jika dp (x) = 0.

Lema 3
Misalkan A, B//V, adalah himpunan dari vektor-vektor yang belaiet dengan
A n B = /[Jdan A, B masing-masing mempunyai DP. Misalkan fd@B bebas
linier. Jika A /7B tidak mempunyai DP maka terdapat/span (A) dan &/ span
(B) dengan dp (x) = dp (y) sedemikian hingga :

dp (x+y) >dp (x) = dp (y).

Teorema 1
Misalkan W subruang T-invariant dari V dan B baksdan untuk W. Maka B
dapat diperluas menjadi basis Jordan untuk V jika danya jika B mempunyai
CP dan DP.

Bukti : ( = ) Misalkan C basis Jordan untuk V, perluasan dariMaka

berdasarkan lema 1, C mempunyai CP dan DP. Akiaat@rena B1 C, maka B

juga mempunyai CP dan DP.

(O ) Misalkan W subruang T-invariant dari V dan B % {T(x), ...... , ThVH(x),

i=1, ...... , t } adalah basis Jordan dari W, mempu@Ridan DP.

a) Jika W =V, pilih C = B basis Jordan untukpérluasan dari B.

b) Jika W# V. Akan dikontruksi subruang T-invariant W yangmuat sejati W
dan basis Jordan B" untuk W", perluasan dari Bg yaempunyai CP dan DP.

Kasus 1 : Terdapat rantai di B yang tidak maksimal.

Misalkan S = { x, T(x), ...... , T"*(x) } rantai di B yang tidak maksimal, untuk
suatu i 1, ...... , t}. Misalkan juga dp (X = d> 0. Maka terdapat @ Vdan x =
T%z), dengan dp (z) = 0 dan diperoleh rantai maks®ha { z, ...... , T(z2) = %,
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T, ...... , T (x;) }. Tulis B = B S dan W™ = span (B). Jelas bahwa
W'’ subruang T-invariant dari V.

Klaim 1 : S mempunyai CP.

Karena S’ suatu rantai mak¥zJ #0,0j=0, ...... , d + h—1. Akan ditunjukkan
dp (P(2))=j,0j=0, ...... , d + h—1. Ambil sebarangjl { O, ...... ,d+h-11}
Jika j= d, maka 1{(z) O S.

Tulis T(z) = T%%z) = T9x). Karena S mempunyai CP, maka diZ)J = dp
(T¥x)) =dp () +j—d =d + j —d = j. Sebaliknya jika<jd, dAn karena dp (x
= d dengan x= T%(z), maka d = dp (x=dp (T(2)) = dp (F(T'(z))) = dp (T(2))
+d —j. Jadi dp (T2)) < j. Akan tetapi dp ({z)) = j, dengan demikian diperoleh
dp (P(2)) =j. Ini memperlihatkan bahwa S* mempunyai CP.

Klaim 2 : B' = BO S™ bebas linier.

Andaikan B" bergantung linier, maka terdapat kormasirinier :

t ho-1 d+h -1

220 T (%) + Za..T (2) =

k=1 j=0
k#i

denganay, oy O C, k=1, ...... L kEL =0, ... , d+ h-1, yang dipenuhi
oleh oy, aj yang tidak semuanya nol. Khususnya terdapat radefgs r < d,
sedemikian hingga;: # 0. Karena

0 < r < d, maka r mempunyai nilai minimum, misalkan s =nrhir : a; # 0,

dengan < r <d }. Dengan demikian,

t he-l d+h -1

(ZZ%T (%) + ZaI,T (2)) =0 atau diperoleh :
k=1 j=0
k#i

t h-1

D 2 AT (Xk)+2a.|+J (%) =

k=1 j=d-s
k#i

suatu kombinasi linier dari unsur-unsur di B yanigpeduhi olehais # O.
Akibatnya B bergantung linier, ini bertentangan glamB yang bebas linier. Jadi
haruslah B" bebas linier.
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Klaim 3 : B* mempunyai DP.
Andaikan B’ tidak mempunyai DP. Maka menurut leméeBiapat wl W dan x
[0 span (S - S) dengan dp (w) =dp (x) dan dp (W * ap (w) = dp (X).

d-1
Karena xJ span (S - S) = span ({ z, ...... Hz) ¥), tulis x = Zyka(z) :
k=0
dengany O C,
k=0, ...... , d = 1. Misalkan dp (x) =r, dengar 0< d, maka

d-1
x= > ¥ T“(2), dengary, # 0. Tulis v = w + x, jelas bahwalX span (B") = W'

dandp (v>r.
Dengan demikian dp ¢f(v)) =dp (v) +d—rr+d-r=d (1)

d-r-1

Akan tetapi T'(v) = T(w) + >y, T*(x) 0 W = span (B) dan “(v) # 0,
maka -

dp (T(v)) = min { dp (T*"(w)), dp (de_:VWTk(Xi ) }=d.
Ini bertentangan dengan ( 1), jadi haruslah B mempu®ai
Kasus 2 : Setiap rantai di B adalah rantai maksimal.
Klaim : Terdapat 1 V, v W = span (B) dengan ht (v) = 1.
Misalkan ull V, u 0 W dengan ht (u) = h. Makd'(li) = 0 dan T*(u) # 0.
Jika T} (u) O W, pilih v = T"X(u). Sebaliknya jika T'(u) O W. Akan ditunjukkan
bahwa terdapat bilangan bulat terkecil r denganr& h — 1 sedemikian hingga
T'(u)OW.
Karena , uJ W dan Tu) O W, pandang himpunan N = {j 3@ OW, j=1,
...... ,h—-1}#0. Karena NO {1, ......, h— 1}, maka N mempunyai unsur
terkecil, misalkan r. Dengan demikian dp(())=r > 0 atau dp ({u)) = 1. T'(u)

t h-1 )
0 W = span (B), tulis Tu) = > > a,T'(x ), untuk suatux; O C. Karena dp

i=1 j=0

(T'(u))= 1, maka untuk j=0y; =0,0i=1, ...... , tdan diperoleh
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t h-2 )
T'(u) = T(Zzai,jﬂTJ (%)),

i=L j=0
t h-2 )
dimana) > a; ,,T'(x JJ W. Jadi terdapat @ W dan berlaku Tu) = T(2).
i=L j=0
Tulis x = z — T*(2). Jelas bahwa X W dan x# 0, serta T(x) = T(z - "F(2)) =
T(z) — T(u) = 0. Jadi x adalah vektor eigen dari T (yangphdanan dengan nilai

eigen 0).

Dengan demikian klaim telah terbukti.

Pilih S ={u, T(u), ...... , TXu) } rantai dengan panjang terbesar dengan V=T
fuwyOw.

Misalkan B = BO S. Dengan cara yang serupa seperti pada kasupdat da
diperlihatkan bahwa B" bebas linier. KarenanBS =0 dan W = span (B), maka
B" basis untuk W = W span (S) dan jelas bahwa W" adalah subruang T-
invariant dari V. Lagi dengan cara yang serupa rsepada kasus 1 dapat
ditunjukkan bahwa S mempunyai CP dan B° mempuniai D

Sehingga dengan mengulang prosedur di atas dipebalsis Jordan untuk V,

yang merupakan perluasan dari B.

Karakterisasi Subruang Marked
Misalkan B himpunan bagian tak hampa dari V yarggisdinier, didefinisikan :
WB{xOB:ht(x)=h}
‘B8{xOB:dp(x)=d}
I8{x0OB:ht(x)=h,dp (x)=d}.
Selanjutnya untuk h, #0, misalkan
K Ker (M ={xOV:ht(X)<h}
M (T ={xOV:dp (x)=d}
¢y K, n 19= Ker (T n Im (T9.
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d

Karena V= 19, untuk d + h> a, dengana = indeks nilpoten dari pemetaan

linier T, pada tulisan ini hanya ditekankan padauksad + h< a. Dengan

pendefinisian di atas diperoleh barisan subruang :

dan dipunyai diagram berikut ini :

u u u u

Oov™ o v ovet o 0V = K,
0 0 0 0
O Vel O Ve, OV 0 - 0V, = Ky

u u u u

Dari diagram diperoleh ¥'+ V{, 0 V¢, dimana vektor-vektor di ruas kanan

yang tidak berada di ruas kiri akan memegang pargmenting di dalam
karakterisasi subruamgarkedini.

Misalkan W subruang T-invariant dari V, jelas baldiygenuhi
Wn VIT+ W Ve, OWn (VIT+ V). (2)

Jika inklusi balikan dari ( 2 ) juga berlaku, hali iakan mengkarakterisasi

subruangnarked seperti diberikan oleh teorema berikut ini :

Teorema 2
Misalkan W subruang T-invariant dari V. Maka W didean marked jika dan

hanya jika

Wn VIT+ W o Ve = W (VET+ VYD),

[Jh=21,d20,d+hsa.
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Namun sebelum membuktikan teorema di atas akarrikhioeterlebih dahulu

beberapa lema berikut ini :

Lema 4

Misalkan B basis Jordan untuk V, maka berlakfi=\B ¢] /7 (Vi*+ V),

[Jh=21,d20,d+ hsa.

Lema 5
Misalkan W subruang T-invariant dari V dan B ba3@dan untuk W. Jika B
dapat diperluas menjadi basis Jordan untuk V, madwdaku
[BR] A (Vi"+ Vi) ={0}
[Jh=1,d>0,d + hsa.

Lema 6

Misalkan K, K°, L dan L" adalah sub-sub ruang deridengan K/7K, L /7L
sedemikian hingga

V=K /JL=K L, makaK =KdanL =L.

Lema 7
Misalkan W subruang T-invariant dari V dan F submgadari W sedemikian
hingga

WA VIOFOW n (VIT+VL))),

denganh >1,d=>0, d + hs a, maka T menginduksi suatu isomorfismalF -

T(F) dan Wn VI OT(F) O W n (VE32+ V).

Lema 8
Misalkan W subruang T-invariant dari V dan B kelgadari vektor-vektor di
V yang bebas linier sedemikian hingga :

WnVI=[BIO WnVI*+Wn V),

a a-h

[Jh2>1,d20,d + hsa Maka W :hD_ld@O[Bﬁ] dan pada khususnya B basis

untuk W.
18
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Lema 9
Misalkan xZ0, dengan ht (x) = > 1dan dp (x) = ds'a - h. Maka x mempunyai
FCP jika dan hanya jika x7Vi™*+ V.

Sekarang akan dibuktikan teorema 2 di atas.
( = ) Misalkan Wmarkeddan B basis Jordan untuk W yang dapat diperluas
menjadi basis Jordan untuk V. Ambil sebarang b, d= 0, dengan d + k& a.

Karena W subruang dari V maka
WaVIT+Wna VL, OWn (Vi*+Vi)O Wn Vi, (3)
Karena B basis Jordan untuk W yang dapat diperegadi basis Jordan untuk

V, maka menurut lema 5 diperolenBn (V{*+V{,) ={0}, dan akibatnya

[BRln (Wn (Vi"+Vi,) ={0}. (4)
Karena [B!] 0 W n V¢ serta mengingat ( 3 ) dan ( 4 ) diperoleh

[B10 (Wn (V& + V) O Wn Ve, (5)
Sebaliknya, ambil sebarangx W n V¢, dengan x 0, dengan melihat bentuk
kombinasi linier x atas B diperoleh x £ % X, + X3, dengan x[J[B ﬁ], Xo OV ﬁ“
danx OV {,.
Karena %, xs W, makax+ x OW n (VI"+ V() dan akibatnya diperoleh
xOB1+ (W n (VIt+ Vi) atau

Wn Ve OB+ (Wn (VE+VE)). (6)

Sehingga dengan mengingat ( 5 ) diperoleh :
Wn Vi =[Bi]10 (Wn (Vi#+ Vi) (7)

Jelas bahwa [B] + (W n VI"+Wn V) O Wn V.
Sebaliknya, ambil sebarangx W n Ve, dengan x 0, maka x = X+ % + X,

dengan xO[B {1,
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2 OVitdanxOVE,. Karenax xs OW, jadix OWn VI™ danx O W n
Ve, maka xOBI1+ (Wn VI*+Wn V) atau Wn VI O[BI]+ (Wn
VI Wn VE).

Dengan demikian diperolehWV{ 0 [B2]+(Wn VI"+Wn V).

Klaim:[Bd1n (Wn VIt+Wn V2 )={0}.

Misalkan x = y + z, dengan X[B!], y OW n V" dan zO W n V{_, dan

andaikan xz 0. Maka dipunyai T%(x) = Ty + z) = T(y) # 0. Akibatnya dp

(T"(x))=d + h.

Akan tetapi T%(x) 0 W = span (B), dengan B mempunyai DP, jadi db'(¥)) =

d+h-1.

Ini bertentangan dengan hasil sebelumnya. Jadsladrx = O dan terbukti bahwa

Bl n (Wn VI*'+Wn VY, ={0}. Dengan demikian diperoleh
WnVe=[BI0 WnVIT+Wn V). (8)

Sehingga dari ( 7 ) dan ( 8) serta dengan menglaget 6 diperoleh

WaVIT+Wa VL =Wn (VIT+ VD).

( O ) Untuk membuktikan bahwa \Warked cukup apabila dapat dikontruksi

suatu basis Jordan untuk W, yang mempunyai CP d¢ParAnbil sebarang [ {

1, ...... , a }. Akan dikontruksi basis Jordan untuk W bertuturtat sebagai

berikut :

WnVi=(WnVi+WnVe,)DO[B]

WV, =(Wn Vi +WnV,,)O[TB))]O[B;,]
W0 VIt (Woa Vi) O THEH10 M@0 0 . 00 [TEE™)] O

[Br7]

dan proses ini well defined karena lema 7.
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basis untuk

Tulis B+, ;= |JT7'(B))), i = 0, ...... .Y - 1. Maka B*
j=0

_IDO[TH (B)_,)]. Dengan demikiar_\ljo[T“j (B)_)]=[B*,.], dan diperoleh
J= J=

WAV =WnVE+Wn Vv, OB ,1i=0,....,y-1.
a y-1 )
Sedangkan lema 8 menjamin bahwa gabungan B*JEJB*,  adalah basis
y=1i=0
untuk W.

Tinggal diperlihatkan bahwa B* mempunyai CP dan DP.
Ambil sebarang ] B*, maka b B*'

yis

untuk suatu J {0, ...... ,Y-1}dany
o{1,.... , o }. Akibatnya bOW n V. Karena Wn V| =[B* 10 (Wn

V)i+Wn V) atau

[B*,.10 Wn VZ+Wn V,, ,)={0}dan mengingat il [B* ] serta b?

y-i

0, maka diperoleh B W n V‘y+_li+Wn V! . Karena Wn V‘y+_li+Wn V!

y-i-1- y-i-1

=Wn (V25+ V! Maka berdasarkan

y-i y-i

,) dan bO W, maka b V %+ V|

y—i-1-*

Dengan demikian B* mempunyai CP.

Selanjutnya dengan menggunakan induksi matematkangdenerapkan lema 3
dapat dibuktikan bahwa B* mempunyai DP. Dengan #m@mikarena B* basis
Jordan untuk W mempunyai CP dan DP, maka terbakiva Wmarked
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KESIMPULAN

Dari pembahasan sebelumnya dapat disimpulkan :

1.

Salah satu ciri yang mengkarakterisasi subruaadcedadalah eksistensi dari
basis Jordan dari subruang yang bersangkutan yangpomyai CP dan DP.
Karakterisasi yang lain untuk suatu subruangrked W dari V adalah
dipenuhinya hubungan :

WnVM+rwWn Ve = Wn (VI?+VE), O0h=1,d20,d+h<aq,

dimanaa adalah indeks nilpoten dari pemetaan linier T.
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