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Abstrak :

Qrafik pengendalian mut muoitivariat metupakan perluasan dari grafik pengendalian
ruty univeriat, Dijumpai produle yang dihesitkan oleh pabrik mempunysai dua atau lebih
kerskteristik muotu yang harte digji. Untuk menguji distribugi proses produksi sudah
terkendali secara statistik etau belum, dapat menggunakan grafik pengendali Hotelling
T, sedanghkan untuk mengnji varisbilitasnya menggrnakan grafik pengendali |8]. Dalam
tulisan ini dibatesi pada data berkelompok dengan ukuran sampe! konstan, dan grafik
pengendali untuk kelompok variabel. Statistik uij yang dipergunakan adalsh batas
pengendali atas, Sedangken untuk menguji saleh setu kharelteristik mutu yang di luer
batag pengendali, menggunakan interval pengendali individu, serta statistik |[S]
dipergunakan untuk mengetahui ukuran dispersi proses,

Kata kunel: Distribusi Hotelling T%, Grafik Pengendali Hotelling, Grafik Pengendali |S|.

1.PENDAHULUAN

Proses produksi yang baik akan menghasilkan produk yang bermutu tinggi.
Produk yang bermutu tinggi akan disenangi oleh komsumen. Sehingga pabrik maupun
produknya akan tetap eksis. Untuk mengetahui apakeh proses produksi sudah baik atan
belum dapat menggunakan uji grafik pengendali mutu. Jika dalam wji grafik pengendali
mutu, sebarannya dinyatakan terkendali. Maka proses produksi tersebut dikatakan sudah
terkendali secara statistik. Sehingga produk yang dihasilkan akan memenuhi standar
mutu yang ditentukan (Montgomery, 2001). Sedang dalam Mahajan (1995}, dikatakan
bahwa proses produksi akan terkendali secara statistik jika remua tittk sampel terletak d
dalam batas pengendali, sebarannya acak atau tidak membeniuk tren.

Grafik pengendali rataan dipergunakan vntuk menguji proses produksi yang
mempunyai kharakteristik mutu berjenis variabel. Dalam penerapannya berpasangan
dengan grafik pengendali jangkauan atau simpangan baku, supaya hasil analisanya lebih
akurat. Jomlah kharakteristik mute yang diuji hanya satu dengan vkuran sampel konstan
atau bervariabel. Pengembangan grafik ini adalah grafik vang dipergunakan untuk
menguji dua atau lebih kharakteristik mutu jenis variabel dalam suatu produk, dengan
ukuran sampe! konstan dan berpasangan. Grafik ini adalah grafik pengendali Hotelling



T, Selain itn periuasan sebaran antar nilai pengamatan dan antar kharakteristik mutu
mempengarvhi  variabilitasnya. Sehingga perlu matriks varian-kovarian (Mitra,1993).
Pada Johnson (1996), dikatakan bahwa jika terdupat sampel acak dari populasi
berdistribusi normal, statistik ujinya adalah t Statistik ini ekuivalen dengan statistik €.
Jika hal ini dikembangken untuk kasus mmltivariat, statistik ujinya adalah statistik T
yang disebut Hotelling T1°. Sedangkan pada Montgomery (2001) dinyatakan bshwa jika
terdapat sampel acak berdistribusi normal yang mempunyai kharskieristik mwutu
multivariat, statistik ujinya adalah adaleh chi-knadrat dan grafik pengendalinya adalah
grafik pengendali chi-kuadrat. Jika pada ntatistiknya, g diganti X dn X diganti $, maka
statistiknya adalah T° dan grafik pengendalinya adalah grafik pengendali Hotelling T°.

Dalam tulisan ini akan dibahas grafik pengendali multivariat Hotelling T° untuk
data kelompok, yang diperginakan untuk mengnji produk yang mempunyai dua atan
lebih kharakteristik mutu jeniz variabel dengan ukwran sampel Lkounstan. Untuk
mengetahui proses produksi sudah terkendali atau belum, menggunakan nilai T°
dibandingkan dengan batag pengendali atas. Sedangkan umtuk mengetahui kharakteristik
mutn mana yang di luar pengendali menggunakan interval pengendali individu. Selain
#u juga dibicarakan tentang grafik pengendalt variabilitas [§), yaitu wntuk mengetahui
sebaran dari ukuran dispersi atan variabilitasnya.

2. GRAFIK PENGENDALI HOTELLING T2 DAN VARIABILITAS {8
a. Grafik Pengendali Hotelling T2

Misgal terdapat dus buah karskteristik mutw X; dam X; berdistribusi bersama
normal bivariat. Diasumsikan bahwa nilai rataan kharakteristik dinyataskan masing-
masing dengan X, dan X,. Jika ratasn sampel adalsh X, dan X,, dengan varian
sampel 8% dan s?, dan kovarian antara dua variable dinyatakan dengan s,; untuk sampel
berukuran ». Maka statistik
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adalah berdistribusi Hotelling T2 dengan derajat bebas 2 dan (2 - 1) (Hotelling, 1947).
Dalam hal ini, 2 diambil dari dua buah kharakteristik mutu yang dibicarakan, sedangkan
(» — 1) adalah derajat bebas yang sesuai dengan varian sampel. Jika nilai hitmg T, yang
diberikan Persamasn (1) melebihi T'won., yaitu titik pada distribusi T° sedemikian
hingga proporsi kanan adalah o, mala sekurang-kurangnya satu dari kharakteristik mutu
adalah keluar dari kontrol. Nilai Hotelling T® titik persentil dapat diperoleh dari titik
persentil distribusi-F dengan menggunakan relasi berikut ini: |

~1
T:,p.(n-l) =p "(gf':";)')"Fu,p,n-p (2)

dengan Fy .., menggambarkan titik pado distribugi-F sedemikian kingga proporsi kanan
adalah o, dengan derajat bebas pembilang p dan derajat bebas peniyebut (7 ~ p).

Metode pengambilan keputusan di atas dapat dipergunakan hanya dengan cara
hitungan atan tabel, tetapi tidak dapat untuk cara grafik. Untuk mengatasi kekurangan
ini, nilaiT* yang diberikan oleh Persamaan (1) dapat digambarkan pada grafik
pengendali dari sampe}! demi sampel sesuai dengan urutan waktu nilai data diperoleh.
Grafik pengendali demikian mempunyai satu batas pengendali atas dari T, dengan
p menggambarkan banyaknya kharakteristik mutu. Pola giliran tidak acak dari grafik ini
dapat dipergunakan untuk mengetahui proses produksi sudah terkendali secara statistik
atan belum.

Jika terdapat lebik dari dua kharakteristik mutu yang dibicarakan, maka nilai T2
yang disajikan menurut Persamaan {1) untuk sampel yang diberikan dapat digeneralisasi
sebagai berikut:

T = n(X-X)sHX-X) 3)
dengan X menggambarkan vektor rataan sampel dari p kharakteristik mutu untuk suatu

sampel berukuran 7, X menggambarkan vektor rataan untuk tiap-tiap kharakieristik
mutn, dan § menyatzkan matriks varian-kovarian dari p kharakteristik mutu. Dalam

praktek, X dmn 8 biasanya ditaksir dari sampel bilamana proses dalam keadaan
terkendali. Di bawah syarat demikian, batas pengendali atas deri grafik T° yang



diberikan oleh Persamasn (2) dapat dimodifikasi dengan mengambil bentuk berikut ini
(Alt, 1982):

_|mnp-mp-np+p
BPA = ( mn—-m-p+1 ]Fﬂ-?-(mm-pm 4)

dengan m menggambarkan jumiah sampel, masing-masing berukuran », yang

dipergunakan untuk menaksir X dan §. Nilai T untuk tiap-tiap dari m sampel dihitung
dengan menggunakan Persamaan (3). Jika nilai T untuk sampel ke?j, yaitu ’1}2 di atas
batas pengendali atas, ini menandakan terdapat titik di luar pengendali, dan pada sampel
ini perlu dilakukan penyelidikan sebab-sebab terduga pada proses produksi yang
mengharilkan data dari sampel tersebut.

Untuk dapat menghitung T, dipertukan vektor rataan sampel diberikan dengan

1
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dengan fij mewakili ratasn sampel dari kharakteristik mutn ke-i untuk sampel ke-/ dan
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i
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n Jj=L2 ...m )
dengan X menggambarkan nilai pengamatan ke-k dari kharakteristik mutu ke-i dalam
sampel ke-;. Varian sampel untuk kharakteristik mutu ke-i dalam sampel ke-;/ diberikan

dengan

5 | BN s Ji=Li..,p
= " 6
% (n»—l)g.f(x“k X {jzl, 2, eeey (6)
Kovarian antara kharakteristik mutu / dan / dalam sumpe! ke-/ dihitung dart
1 2 — — J=L2 ., m
By = (- l)é(xm - le)(xhjk - xhj): {1 +h (M

Vektor rataan nominal dari tiap-tiap kharakteristik mutu untuk 7 sampel ditaksir dengan
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Anggota dari matriks varian-kovarian sampel S dalam Persamaan (3) ditaksir dari rata-
rata untuk 77 sampel berikut int:

s g™

8 = , 1=L2,..,p (9)
m

dan

Zr-x Siny

m

By, -

, i#k ' (10)

Akhirnya, vektor X dapat ditaksir dengan menggunakan anggota {X,}, dan matriks §

dapat ditaksir scbagai berikut (hanya bagian diagonal atas yang ditunjukkan karena
merupakan matriks simetris);

2 “
B B ot 8y
2
g - B
2 I (1)
2
By |

Penggunasn dari mairiks ini pada Persamuan (3) dengan mencari mairiks inversya,
yaitu §7.

Jika dengan grafik pengendali Hotelling diperoleh hasil bahwa proses di luar
pengendali secara statistik, maka untuk mengetolni karvekteristik mutn mana yeng
menyebabkan proses tidak terkendali. Dapat mengpunakan interval pengendali individu
pada sampel tersebut, yaitu apakah nilai rataan khavakteristik mutu berada di dalam atan
di luar interval tersebut. Jika berada di luar interval pengendali individu, maka dapat
dikatakan bahwa karakteristik mutu itu yang menyebabkan proses tidak terkendali
secara statistik. Jika peluang kesalahan Tipe I untuk prosedur pengendali bersama adalah
o, maka mnfuk sampel ;, inferval pengendali individu unfuk kharekteristik muotu ke-f
adalah

B m-1
Xiirn'iz;’,m(n—l) 8 “:?;1’;2—, ’31: 2’ vy I (12)



dengan X, dan «? masing-masing diberikan dari Persamaan (8) dan (9). Jika X, jatuh

di loar interval ini, maka kharakterisrtik mutu ini dapat diketaksn yang menyebabkan
proses tidak terkendali secara statistik.

b. Grafik Pengendali Variabilitas iS|

Untuk mengetahui variabiltas dari proses produksi im, dapat disarikan ke dalam
mairiks varian-kovarian populasi £ yang berukuran p x p. Pada matriks tersebut elemen
diagonal utama adalah varian populasi dari variabel proses individu, sedangkan elemen
lainnya merupakan kovarian populasi dari variabel proses individu. Menurut Alt{1985)
diperkenalkan bahwa untuk mengetahui variabiliay proses dapat menggunakan varian
generalisasai sampel, |8} Statistik in1 adalah determinan dari matriks varian-kovarian
sampel, Untuk dapat membuat grafik pengendali |8{, maka perlu menentukan rataan dan
ragamnya. Supaya dapat mengetahui batas-batas pengendali.
Rataan dan ragam dari [$), masing-masing adalah

E(j8{) = b, [E] (13)
V(s =b; [Ef (14)
dengan
b= @ 4),, H(rz i) 15)
dan
1),;, H(,, z)[H(ﬂ j+0-Tle- J)] (16)
Sl J=i

Oleh karena itu batas-batas grafik pengendali [S] adalah
BPA =|E| (b; + 3 5,'%)
GT =1, |E| (17)
BFB =% (b; - 3 b,'7)
Jika BPB bernilai negatif, maka nilainya diambil nol. Dalam prakiek, biasanya ¥
ditaksir dengan matriks varian-kovarian sampel 8. Karena 8| / by merupakan penaksir
tak bias dari {E|, maka [L{ ={${/ by.



3. PEMBAHASAN

Produk dengan dua kharakferistik mutu jenis variabel akan diuji kualitasnya
berdasarkan statistiknya. Kharakteristik mutuaya adalah daya rentang (Xi) dan diameter
{33). Untuk pengujian ini diambil dua puluh ssampel dengan ukuran sampel adalah empat
dari proses produksi. Setiap konponen yang terambil, divkur sekaligus daya rentang dan
diameternya. Ingin diketahui apakah proses produksi sudah terkendali secara statistik
atan belum dengan menggunakan grafik pengendali multivariat Hotelling T° dan grafik
pengendali variabilitas |S| Adapun datanya disajikan dalam Tabel 1, berikut ini:

Tabel 1. Data Produk tentang Daya Rentang dan Dismeter

Nomor Sampel Daya Rentang Diameter
1 66 70 &8 72 16 18 15 20
2 75 &0 70 75 17 22 1% 19
3 65 70 70 65 20 18 15 18
4 72 3¢ 75 65 19 20 15 17
5 73 7 72 70 21 21 23 12
6 2 74 13 M 21 19 20 18
7 63 62 65 66 22 20 24 22
8 75 84 15 66 22 20 20 22
9 65 69 17T N 18 16 18 18
10 70 68 67 67 18 17 19 18
11 8G 15 70 &9 24 18 20 22
12 68 65 80 30 20 21 20 22
13 74 80 76 4 18 17 20 21
14 76 74 15 73 20 17 18 18
15 71 70 14 73 18 16 17 18
16 68 67 70 69 18 16 1% 20
17 72 76 15 77 22 19 23 20
18 76 14 15 77 19 23 20 21
19 72 74 73 75 20 18 20 19
20 72 68 14 70 21 1% 18 20

a. Distribusi Rataan Proses

Untuk mengetabni distribusi rataan proses perlu nilai T°. Dengan cara
menghitung masing-masing nilai pada ratasn sampel, varian sampel dan kovarian
sampel. Untuk rataan sampel, dihitung rataan tiap sampel, j=1,2,..., 20 dari daya

rentang, yaitu X, dan diameter, yaitu X, menggunakan Persamaan (5). Selanjuinya
dihitung ratasn sampel masing-masing -i, i=1,2 menggunakan Persamasn (8).
Sedangkan untuk varian sampel, dihitong varian tiap sampel, j=1, 2,..., 20 dari daya
renang, yaitu s dan diameter, yaitu ) menggunskan Persamam (6). Selanjutya



dihitung rataan varian sampel masing-masing s’, i=1,2 menggunakan Persamaan
(9). Kemudian dihitng kovarian tinp sampel dari daya rentang dan diameter, yaita
83, J=1,2,..,20 menggunakan Persamaan (7). Selanjutnya dihitung rataan kovarian
sampel s;3, mengpunakan Persamasn (10). Akhirnya, nilai T?, j=1,2,...,20 dapat
dihitang menggunakan Persamaan (1). Adapun hasil dari perhitungan di atas dapat
disajikan dalam Tabel 2, di bawah ini:

Tabel 2. Data untuk membentuk Grafik Hotelling T2

Bataan Sampel

Nomor Daya Diameter Varian Sampel Kovarian | Hotelling

Sampel Rentang Sampel
. g — . - '
J Xy Xy o CH By T
1 692,00 17,25 6,67 4,92 5,00 8,87
y 70,00 19,00 50,00 4,67 -13,33 0,59
3 &7,50 17,15 8,33 425 -4,17 8,35
4 70,50 17,75 17,67 492 -2,50 4,19
5 72,25 21,00 292 2,67 1,33 517
& 73,25 19,50 0,92 1,67 ~-1,17 1,04
7 64,00 2200 3,33 1,67 2,00 18,34
& 75,00 21,00 54,00 1,33 «6,00 9,21
9 70,50 17,50 25,00 1,060 1,00 5,55
10 68,00 18,00 2,00 0,67 -0,33 6,06
11 73,50 21,00 25,67 6,67 4,67 6,59
12 65,75 20,75 152,25 0,92 -10,75 8,09
i3 76,00 19,25 8,00 2,92 =400 4,94
14 74,50 18,25 1,67 1,58 1,17 3,23
15 72,00 17,25 3,33 0,52 0,67 6,34
16 68,50 18,25 1,67 2,92 1,83 4,14
17 75,00 21,00 4,67 3,33 -2.33 2,21
i8 75,50 20,75 1,67 2,92 -1,17 5,81
19 73,50 19,25 1,67 0,92 ~(1,83 1,09
20 71,00 19,50 6,67 1,67 -0,67 0,07

Rataan 71,26 19,30 18,90 2,68 148

Untuk perhitungan selanjutnya, dihitung nilai bafas pengendali atas (BPA)
berdasarkan Persamaan (4). Dart kasus ini, jika diambil « = 0,01 didapat nilai batas
pengendali atas adalah 9,62. Berdasarkan nilai batas pengendali atas ini dan Tabel 2,
terlihat bahwa pada nomor sampel ke-7, mempunyai nilai T2 = 18,34 lebih besar dari
BPA = 9,62. Dengan kondizi seperti ini dapat dikatakan bahwa proses produksi tidak
terkendali secara statistik, karena terdapat titik di luar batas pengendali atas.




Jika disajiken menurut grafik, maka grafik pengendali multivariat Hotelling T°
digambarkan sebagai berikut;

W

Hoteling
3

----- N5 JRS. ER. B Shtus SEent S Samne St mate Snsws ey s 1

T2 3 & &6 &6 T & 8 10 #1213 14 46 16 17 16 16 20

Homor Samps

Gamber 1, Grafik pengendali Hotelling T% .

Terlihat dalam Gambar 1, bahwa nomor sampel ke-7 berada di atas batas
pengendali atas. Hal ini menyatakan proses produksi tidak terkendali secara stafistik,
dengan cara penyajian <alam bentuk gambar.

Untuk mengetahni kharakteristik mutv mana yang menyebabkan proses tidak
terkendali, selanjutnya dihitung interval pengendali individu pada daya rentang dan
diameter produk, menggunakan Persamaan (12). Dengan mengambil « = 0,01, didapat
interval pengendali individe masing-masing untuk daya rentang dan diameter adalah
(64,87 ; 77,65} dan (16,89 ; 21,71). Dari hasil ini terlihat bahwa nilai rataan pada sampel
ke-7 baik daya rentang manpun diameter terletak di luar interval tersebut. Maka dapat
disimpulkan bahwa kedua kharakteristik mutu tersebut belum terkendali, sehingga periu
dikontrol lagi sampai didapsat proses produksi terkendali secara statistik.

b. Distribugi Variabilitas Proses
Untuk mengetalmi disiribusi variabilitas proses perlu mendapatkan nila [8).
Berdasarkan kelanjutan dari nilai-nilai yang telah didapat pada Tabel 2, di atas, telah

didapat nilai-nilai dari s,zj, sgj, dan s, . Selanjutnya disusun mairiks varian-kovarian §

seperti pada Persamaan (11), untuk tiap-tiap nomor sampel. Setelah itu hitung



determinannya 8], juga wntuk setiap nomor sampel. Akhirnya, diperoleh nilai {S| untuk
J=1,2,..., 20, Adapun hasil dari perhitungan di atas dapat disajikan dalam Tabel 3, di
berikat ini:

Tabel 3. Data untuk membentuk Grafik Variabilitas |8

Rataan Sampel

Nomor Daya Diameter Varian Sampel Kovarimn | Variabilitas

Sampel Rentang Sampel
J X Xy 8 5% B 18|
1 62,00 17,25 8,67 4,92 5,00 1,82
2 70,00 19,00 50,00 4,67 -13,33 22,31
3 67,50 1775 8,33 4,15 417 18,01
4 70,50 17,75 17,67 4,92 «2,50 20,69
3 72,25 21,00 2,92 2,67 1,33 6,03
& 73,25 19,50 0,92 1,67 «1,17 0,17
7 64,00 22,60 3,33 2,67 2,00 4,89
8 75,00 21,00 54,00 1,33 6,00 35,82
9 70,50 17,50 235,00 1,60 1,00 24,00
10 68,00 18,00 2,00 0,67 -0,33 1,23
11 73,50 21,00 25,67 £,67 4,67 149,41
12 65,15 20,75 152,25 0,92 -10,75 24,51
13 76,00 19,25 8,00 2,92 4,00 7,36
14 74,50 18,25 1,67 1.58 1,17 1,27
15 72,00 17,25 3,33 0,92 0,67 2,62
16 68,50 18,25 1,67 292 1,83 1,53
17 75,00 21,00 4.67 3,33 -2,33 10,12
18 75,50 20,75 1,67 2,92 «1,17 3,51
19 73,50 19,25 1,67 0,92 -0,83 0,85
20 71,00 19,50 6,67 1,67 0,67 10,69

Rataan 71,26 19,30 18,90 ‘ 2,68 148

Untuk perhitungan selanjutnya, akan dihitung batas-batas pengendali. Sebelum
mendapatkan batag-batag tersebut, perlu ditentuken dahuiu nilai b, dan b;, masing-
masing menggunakan Persamaan (15), dan (16). Hasilnya didapat

i
b = (4 -1) = 0,6667 dan
T 4- nﬂ

b, = s 1)-11—[(4"’)[“(” j+2)- H(rz _,r)] 1,037.

{wt f=t

Selain ity juga matriks varian-kovarian sampel

<. 18 -148 , dan [S| = 48,4616, akibatnya nilai |E| = 72,69. Sehingga
148 2,68 |

batas-batas pengendali dapat ditentukan berdasarkan Pereamaan (17), hasilnya adalah
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BPA =172,69] 0,6667 +3 (1,037)™ ] =270,53

GT =48.4616

BPB =0
Berdasarkan nilai batas-batas pengendali ini dan Tabel 3, terlihat bahwa semua titik
sampel lebih kecil dari BPA. Dengan hasil seperti ini dapat dikatakan bahwa variabilitas
proses produksi terkendali secara statistik.

Jika disajikan menurut grafik, maka grafik pengendali viriabilitas |S| dapat
digambarkan sebagai berikut:

160

140 4
12} 4
100+

w-

Varichiiitas (g

Nonor Bampat

Garabar 2. Grafik pengendali Variabilitag |8},

Terlihat dalam Gambar 2, bahwa distribusi dari setiap titik sampel di bawsh 270,53, Hal
ini menyatakan bahwa varisbilitas proses produksi terkendali secara statistik, dengan
cara penyajian dalam bentuk gambar.

4. KESIMPULAN

Grafik pengendali multivariate Hotelling T° merupakan perluasan dari grafik
pengendali rataan. Dalam grafik pengendali Hotelling T batas pengendalinya
menggunakan batas pengendali atas. Untuk mengetalmi proses produks: sudah
terkendali atan belum, mengemmokan dasar ada tidaknya sampel yang nilainya
melampaui batas pengendali atas. Jika ferdapat sampel yang melampaui batas
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pengendali atas, maka dapat dicari karakteristik mutn mana yang menyebabkan tidak
terkendali, dengan menggunakan interval pengendali mdividu,

Dalam pembzhasan tulisan int didapat hasil bahwa distribusi rataan proses belum

terkendali tetapi distribusi variabilitas proses sudah terkendali. Maka proses produksi

dikatakan masih belum terkendali secara statistik Karena masih terdapat kejadian yang
belum terkendali.
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