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Abstrak

Matriks representasi suatu bentuk kuadrat dapat disajikan sebagai matriks
diagonal. Elemen pada diagonal utama matriks representasi tersebut dapat
dipandang sebagai fungsi linear yang tidak tunggal. Karena tidak tunggal
maka diperlukan teorema atau hukum yang mengatur karakterisasi
representasi yang dapat disajikan dengan tidak tunggal. Hukum inilah yang
dikenal sebagai hukum Sylvester Inersia.Hukum Sylvester tentang Inersia
menyatakan bila U ruang produk dalam real dan ¢(x,y) form bilinear simetri

di U maka terdapatlah suatu basis B={f,...,f,} dari U sedemikian hingga [¢]:

adalah matriks diagonal dengan ¢(f;,f})= &; 9;;, dengan ; =1, jika 0<i<k, &; =-
1, jika k<i<r, dan g; =0, jika r<i<n, lebih lanjut k dan r tertentu dengan tunggal
oleh ¢.

Kata kunci: Ruang produk dalam, form bilinear simetri, matriks diagonal

1. PENDAHULUAN

Bentuk kuadrat dalam suatu produk dalam dapat direpresentasikan oleh
matriks representasi. Matriks representasi tersebut dapat disajikan sebagai matriks
diagonal. Elemen-elemen non diagonal utama adalah elemen nol sedangkan
elemen-elemen diagonal utama pada matriks diagonal itu dapat dipandang sebagai
fungsi linear. Permasalahannya adalah fungsi linear yang terdapat dalam diagonal
utama dapat disajikan secara tidak tunggal. Karena penyajiannya tidak tunggal
maka diperlukan aturan atau hukum yang mengatur bilamana suatu representasi
dapat disajikan dengan tidak tunggal. Hukum Sylvester Inersia akan menjawab
permasalahan tersebut dengan mengatur karakter representasi yang dapat
disajikan secara tidak tunggal.

2. PEMBAHASAN
Agar dalam membaca tulisan selanjutnya tidak dijumpai salah pengertian
berikut ini akan ditulis dulu beberapa definisi yang perlu diketahui.
Definisi 2.1.1(Fuhrmann,1996)
1. Misalkan U ruang Vektor atas lapangan bilangan komplek K. Produk dalam U

adalah fungsi <e,e>: UxU—K yang memenuhi <x,x> > 0 dan <x,x>=0 jika

144



Hukum Sylvester Inersia ... ( R. Heru Tjahjana)

dan hanya jika x=0, <ax+py,z>=a<x,z>+p<y,z>, <X,y>=<Yy,X >, untuk

setiap x,yeU, untuk setiap o, €K dan ruang vektor U atas K dengan produk
dalam disebut ruang produk dalam.

2. Diberikan tranformasi linear T dalam ruang produk dalam U atas lapangan K,
didefinisikan field-valued function ¢ pada UxU—K dengan ¢(X,y)=<TX,y>.
Jika memenuhi <ax;+pX,y>=0<Xi,y>+p<Xp,y> maka ¢ dikatakan linear
terhadap x. Jika memenuhi <x,ay;+By>=a<x,y;>+p<X,y»> maka ¢ dikatakan
linear terhadap y. Jika memenubhi <x,ocy1+[3y2>:§<x,y1>+ﬁ<x,y2> maka ¢
dikatakan antilinear terhadap y. Jika ¢ linear terhadap x dan ¢ antilinear
terhadap y maka ¢ disebut fungsi sesquilinear atau form. Jika ¢ linear terhadap
x dan y maka ¢ disebut fungsi bilinear.

3. Bentuk kuadrat dalam ruang produk dalam U adalah suatu fungsi berbentuk
¢ (X)= d(x,x), dengan ¢(x,y) memenuhi ¢(x,y)=<Tx,y>=<y,Tx>.

4. Jika B={fy,..., f,} basis ruang produk dalam U yang berdimensi hingga, T
tranformasi linear di U. Didefinisikan ¢=<Tf;,f;>, maka matriks (¢;;) disebut

matriks representasi dari form ¢ terhadap basis B, matriks ini diberi notasi

[4]-

Catatan 2.1.1 (Catatan untuk Teorema Spektral, Setiadji,1999)
Jika semua nilai karakteristik Ag,...,Ar #0 maka T= A1 E1+AEx+.. . +A; Ei= matriks
A yang

A 0 -
similar dengan matriks 0 12 ) 0
00 4

Selanjutnya jika ¢ bentuk kuadrat pada ruang produk dalam U maka terdapatlah
suatu basis
B={f.,..., f,} sedemikian hingga matriks representasi terhadap basis B tersebut

adalah matriks diagonal, hal ini disajikan dalam teorema 3.1.1 berikut.
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Teorema 2.1.1

Jika ¢ bentuk kuadrat pada ruang produk dalam U maka terdapat basis B={f,...,
f,} sedemikian hingga [¢] diagonal

Bukti :

Misalkan ¢(x,y) bentuk kuadrat pada U. Teorema akan dibuktikan dengan induksi.
Misalkan lagi dim(U)=n. Jika n=1 maka [¢]S adalah matriks bertipe 1x1 yang
merupakan matriks diagonal. Misalkan teorema terbukti untuk ruang berdimensi
< n-1 dan misalkan lagi ¢ bentuk kuadrat berdimensi n, dan B={fy,..., f,} basis
di U. Akan terdapat dua kasus.

Kasus pertama dimisalkan tidak semua elemen-elemen pada matriks [¢]; adalah
nol, artinya terdapat indeks i sedemikian hingga ¢(fi,f;)=O0.

Tanpa kehilangan umumnya bukti didefinisikan basis baru B’={fi’,..., f;’}

dengan
U =1
f. = - ¢(f., f) f,) 1<i<n’ B’ merupakan basis karena B’ bebas linear,
o(f,, 1 )
karena

f;’=f1 ,artinya f;” sebagai kombinasi linear dari f;

2 " =fo- Z(( fl' f?')) , , artinya f,” sebagai kombinasi linear dari f, dan f;
11
f3'=f3- ZE :1' fS; . » artinya f3> sebagai kombinasi linear dari f3 dan f;
11
fo'=fn- Z(( ];1' f”)) f, , artinya f,” sebagai kombinasi linear dari f, dan f;
11
Perhatikan bahwa kombinasi linear dari {fi’,..., f,’} dapat disajikan sebagai

kombinasi linear {fi,..., f,} yang bebas linear. Akibatnya {fi’,..., f;,’} bebas

linear.
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Selanjutnya

p(f 1) #(f 1) e g(fLLf))

[¢]5 = . Berikutnya perhatikan
¢( fn" fl) ¢( fn" fz) ¢( fn‘1 fn)
s e o(fL ) o ) ¢(f, 2)
At f2)= K fufe TORA f)=d f1, f2)- A fu, TORA f;)

¢(f., ,)
¢(f., 1,)

Secaraanalog & f1’, f3°)= & f1’, fa')=...= A f1’, fn)=0
At fi)= KT fi)=..= " f1)=0

Akibatnya [¢]E :[¢(f1 h) 0 j dengan M= L(fy’,..., f,’) dan

= ¥ 1, fo)- A f1, f1) = 1, ©2)- 1, f2) =0

0 [¢IM]e

Bo’={f,’,..., f,’}. Berdasarkan hipotesa induksi [@M]%. merupakan matriks

diagonal maka seluruh [¢]: terbukti matriks diagonal.

Kasus kedua dimisalkan semua elemen-elemen pada matriks [¢]: adalah nol,
artinya untuk semua indeks i ¢(f;,f;)=0.

Misalkan ¢(f; ,f;)=0,Vi. Jika ¢(f; ,f)=0,Vi,j maka ¢ adalah form nol disini[s]:
adalah matriks nol, dan matriks nol pasti matriks diagonal. Kita misalkan terdapat
pasangan i,j sedemikian hingga ¢(f;,f;)=0. Tanpa kehilangan umumnya bukti, kita
misalkan i=1 dan j=2. Untuk penyederhanaan notasi ditulis a=¢(f;,f2). Tulis
fi'=(f1+ ,)/2 dan f,'=(f1- f,)/2, maka  ¢(f1°, f1°)=a/2, o( f1°, £,)=0, ¢( f* , )= -
a/2. Selanjutnya dipilih vektor-vektor lain pada basis-basis baru menjadi bentuk

fi = fi-oy f1- Bif2 untuk i=3,4,5,... n, diperoleh ¢(f1‘,fi*)=d(f2*,fi*)=0, sehingga
didapat pasangan persamaan (sistem persamaan) sebagai berikut

0=¢(f1+ fa, fi-oi fa- Bif)= ¢( fu, fi)+¢(Fot £ ) - ¢( T2, f2-)- Pio( 2, fa)

0=¢(f1- 2, fi-ai F1- Bif2)= o( 1, fi)+o(fat i) +ai o( o, f1-)- Bi o( F2, 1)

147



JURNAL MATEMATIKA DAN KOMPUTER
Vol. 6. No. 3, 144 - 156, Desember 2003, ISSN : 1410-8518

Sistem ini mempunyai solusi a;=¢(f, i)/ dan Bi=¢(f1,f;)/a. Sekarang didefinisikan
B’={f1‘,...,fn‘} dengan f1‘=(f1+f2)/2, f2‘=(f1-f2)/2, dan

fi‘: fi _ ¢(f2’ fl) fl _¢(f1’ f|)
a a

f,,i=3.4,...,n

B’ basis U sebab untuk setiap fi‘eB’ dapat dinyatakan secara tunggal sebagai

kombinasi linier dari f; ,f,f,, i=3,4,...,n. Perhatikan bahwa

p(f,, f) S(f, 1) o S(F,T)

=l
¢(fnl’fll) ¢(fnl’f2l) ¢(fnl’fnl)
L 0
2
]2 =| 0 —% dengan Bo'={fy,.. f:'} dan M=L(fs,....f2).
0 [ 1M ]

Berdasarkan hipotesa induksi [#M] %, merupakan matriks diagonal maka seluruh

[¢]z terbukti matriks diagonal.]

Akibat 2.1.1

Misalkan ¢ bentuk kuadrat yang terdefinisi pada ruang produk dalam U,
B={f.,...,fn}adalah sebarang basis U, B’={gi,...,g,} adalah basis yang
mendiagonalkan ¢. Misalkan ¢i=¢(0i,0i)=d(1(gi),0i), jika

Sy m

b= D07 =] |, dan (12 =(ay maka o(x)= 34 (3 e, )°

Sh m,
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Bukti :

O X)=<Txx>=<[g]2 [x]% [X]®> =<[g]s [XI*, [X]*>=<(o) [X]*, [X]" >=

t
| m t m ¢ 0 .. 0 m m
' ' ) . 0 ¢,, ... 0 ) )
1, 1, R T 0 0 .. ¢nn M T
t
Py m

Y

. = Z¢. 77i2 :
. . i=1
¢nn77n 77”
Perhatikan bahwa [x]® = [1]5 [x]®

m -l a, .. & S

=@j) | - =] - . |. Didapat

T Sn

m = z ;G
i=1

nn gn

772 :Zazigi LR
i-1

M =Zanigi maka 7, :Zaing'
i=1 j=1

Akibatnya 00 = Y gt =D 4 (Daye,)”

Selanjutnya jika teorema 2.1.1 dipenuhi maka hasil ¢(f;,f;) untuk setiap
fieB akan dituliskan dalam teorema 2.1.2. Teorema 2.1.2 berikut merupakan

Hukum Sylvester inersia.
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Teorema 2.1.2(Hukum Sylvester Inersia)

Jika U ruang produk dalam dan ¢(x,y) fungsi bilinear simetri di U maka
terdapatlah suatu basis B ={fi,...,f,} yaitu basis U sedemikian hingga [¢]§ adalah

matriks diagonal dengan

1 0<i<k
o( fi, fj)= i §;j, dengan g =4-1 K<i<r
0 r<i<n

lebih lanjut k dan r tertentu dengan tunggal oleh ¢.

Bukti:
Karena ¢ simetri maka terdapat operator T di U sedemikian hingga
O(X,y)=<Tx,y>.
Jika diberikan sebarang basis ortonormal B maka [¢]; adalah matriks simetri.
Misalkan B={ey,...,ex,Ek+1,...,ener+1,. . .,€ nyterdiri dari vektor-vektor karakteristik
yang bersesuaian dengan nilai karakteristik A1,...,Ak,Ak+1,- - sAr Ares. . A0

o | _

. .

Aea

maka [¢]: =

Perhatikan bahwa rank [¢]S = r dan rank suatu matriks tunggal.

Sampai di sini sudah terbukti r tunggal, tinggal dibuktikan terdapat k dengan
tunggal yang tertentu oleh ¢.

Ambil y; =|Ai| dan bentuk

Bi={p: es,..., wred={[A1| teu,..., ] e} maka
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Menurut teorema Spektral k terjamin ada dengan tunggal.[’

Definisi 2.1.2

1.

Bilangan r dan s=2k-r yang tertentu olen hukum Sylvester tentang inersia
berturut-turut disebut rank dan signature dari bentuk kuadrat ¢. Signature
bentuk kuadrat ¢ dinotasikan dengan o(¢) dan signature matriks Hermitian A
dinotasikan sebagai o(A).

Matriks bujur sangkar A kongruen dengan B jika terdapat matriks

bujursangkar nonsingular R sedemikian hingga B=R*AR

Akibat 2.1.2

1.

Dua bentuk kuadrat pada ruang produk dalam U kongruen jika dan hanya jika
mempunyai rank dan signature yang sama
Dua matriks simetri bertipe nxn kongruen jika dan hanya jika mempunyai rank

dan signature yang sama

Bukti :
Dengan mengingat Teorema 2.1.1 bahwa bentuk kuadrat dapat diwakili oleh

matriks diagonal nxn maka untuk membuktikan akibat 2.1.2 cukup dibuktikan

dua matriks nxn kongruen jika dan hanya jika rank dan signature-nya sama. Dari

aljabar linear diketahui bahwa dua matriks kongruen jika dan hanya jika ranknya

sama. Karena r sama jika dan hanya jika s sama maka terbukti dua matriks nxn

kongruen jika dan hanya jika rank dan signature-nya sama.l’|
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Dalam teorema 2.1.3 berikut akan ditulis suatu sifat yang berlaku untuk
sebarang matriks simetri A bertipe mxm dan X matriks bertipe mxn yang
mempunyai rank baris penuh, untuk suatu B matriks simetri nxn yang

didefinisikan B=X*AX maka rank dan signature A dan B tepat sama.

Teorema 2.1.3
Misalkan A matriks simetri mxm, X matriks bertipe mxn yang mempunyai rank
baris penuh, B matrik simetri nxn yang didefinisikan B=X*AX maka rank dan

signature A dan B tepat sama

Bukti:

Perhatikan bahwa dari B=X*AX didapat Ker XcKer B, alasannya:

Ambil sebarang Y eKer X, maka XY=0

BY=(X*AX)Y=X*A(XY)=X*A0=0. Karena BY=0 maka Y eKer B.

Lagi perhatikan dari B=X*AX didapat Im B Im X*, alasannya:

Ambil sebarang Y eIm B maka ada Z eR" sedemikian hingga

BZ=Y.

(X*AX)Z=Y

X*(AXZ)=Y

Jadi Ye Im X*.

Selanjutnya matriks X dapat disajikan sebagai X= [A1 Xl],dengan A; bertipe
mx(n-m) dan X; bertipe mxm sehingga ada basis C sedemikian hingga
X=[0 X,] invertibel.

1

X*AX:[X0 *}A[O Xl]:[g E?J dengan A bertipe mxm

Perhatikan dulu

0 [Al [0 X,]= 0 [0 AX,]= 0 0 sehingga B;=X1*AX;
X, * I xr Yoo X *AX, | '

akibatnya rank B;=rank A.
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Dari B= [8 g } = X31*AX; didapat rank B=rank B; = rank A.
1

Akibatnya diperoleh o(B)=c( B1)=c(A) artinya teorema terbukti.[
k
Selanjutnya untuk vi,...,vy €C", Ag,..., AeeR dan A=) 4v,v, * maka A
i=1
matriks Hermitian yang kongruen dengan A=diag(\i,..., Ak,...,0), juga untuk
A, A, Hermitian yang memenuhi rank(A;+Az)=rank(A;)+rank(A;) maka
o(A1+Az)=c(A1)+c(A). Hal ini disajikan dalam teorema 2.1.4 berikut.

Teorema 2.1.4
k
1. Jika v4,...,vy, €C", A4,..., AneR dan A:Zﬂuivivi * maka A matriks Hermitian
i=1
dan A kongruen dengan A=diag(A4,..., Ak,...,0)
2. Jika Ajdan A, Hermitian dan rank(A;+ A;)=rank(A)+rank(A;) maka
o(A1tA2) = o(A)t o (A)
Bukti :

k
1. A=) A4v,v; * hermitian sebab
i=1

Kk Kk k Kk

QLAY *)* =D Ay *)* =D (vv; * 4 %)= D 4v,y, *. Jadi A*=A

i=1 i=1 i=1 i=1

Perhatikan bahwa matriks dapat dipartisi atas baris-barisnya atau kolom-
kolomnya (Brown,1993), hal ini nanti akan dipakai dalam langkah pembuktian

selajutnya .

k
A= Zﬂ“ivivi Fo M VIV o Vo Vo B4 A i ik
i=1

Vl 1 Vlk

_ ' - v T
=M ;21 Vip Vo oo Vn1]+"'+}\‘k ?k Vik Vo o Vnk]

an Vnk

153



JURNAL MATEMATIKA DAN KOMPUTER
Vol. 6. No. 3, 144 - 156, Desember 2003, ISSN : 1410-8518

2 — — 2 — —
|V11| ViaVor o ViV |V1k| VieVae Vi Vg
. 2 _ L 2 _
=\ Vo Vig |V21| Vo Vi +... Ak Vo Vi |V2k| o Vo Vg
— — 2 — — 2
ViaVir VigVar oo |Vn1| VieVik VoeVox o |Vnk|
B 2 2 2 — — —
/11|V11| +)“2|V12| +---+/1k|V1k| /11V11Vn1+/12V12Vn2 +---+/1kV1kVnk
— — — 2 2 2
| AVaaVag + VooV et AV Vo AN+ V| vy
= Vig Vo1 o Vi
AN, AN, - AV 0 --- 0|5 — —
1V11 2V12 k Vik V%2 Vo, =+ Vo,
_ /11V21 /12\/22 ﬂkaZk o - 0 :
: Vi Vo Vik
_/11Vn1 ANy 0 ANy 0o 01 = —
_Vln V2n Vnn_
v, *
v, *

V *

_11 _
A, v *
I 1 ) *

= A =VAV*
Vl V2 Vn 0

—_— Vn*

— 0_

Karena A= VAV* maka disimpulkan A kongruen dengan A

2. Misalkan A4, A ...,Ax nilai-nilai karakteristik yang tidak nol dari A; yang
berhubungan dengan vektor karakteristik vi, vy ...,vk dan misalkan Ag+1, Axs2
...,M+1 hilai-nilai karakteristik yang tidak nol dari A, yang berhubungan

dengan vektor karakteristik Vi1, V2 ...,Vks1 Maka menurut teorema spektral
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ﬂ“l lk+1
A, 0 Az 0
A= ﬁ“k dan A= ﬂ’k+|
0 0
0 0
- 0_ - O_
Perhatikan bahwa rk(A;)=k dan rk(Az)=1

K
A= Avy,;*:C" > C"
i=1

A=D1

k+l

i=k+1

vv.*:C"'>C"

Karena diketahui rk (A;+Az)=rk (A)+rk(A;) maka
dim Im (A;+A2)=dim Im (A;)+dim Im(A,) berarti
dim (Im (A;)ndim Im(A2))=0, akibatnya

Im (A;)ndim Im(A;)={0}.

Menurut teorema Spektral, {v1,V2 . . Vk... Vk+1, Vis2, -....Vk+1} Debas linear maka

......

k+l
*+ DAY )= ARHARS AtA,.

i=k+1

(Ar+Az)*=( iiivivi

Didapat A;+A, matriks Hermitian.

k+l
Dari A1+A2:Zﬂ.v.v. * maka menurut butir 1, Aj+A,

(|
i=1

kongruen dengan

matriks diagonal (A1, A2, . Ak, Ake1,Ake2 - - o Aks1,0,...0)

A+Ar= . , artinya

o(A1tA2)=c(A1)+c(Az).[]
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3. KESIMPULAN
Berikut akan dituliskan kesimpulan sebagai hasil penelitian.
Jika U ruang produk dalam real dan ¢(x,y) fungsi bilinear simetri dalam U maka

terdapat suatu basis B={fi ,...,fj} yaitu basis U sedemikian hingga adalah matriks

1 0<i<k
diagonal dan ¢(f;,fj))=¢id;j, dengan ¢ =<-1 k<i<r. Lebih lajut k dan r tertentu
0 r<i<n

dengan tunggal oleh ¢.
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