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ABSTRAK

Dengan menggunakan metode Hirota. solusi N-soliton dari persamaan Ka-
domtsev-Petviashvili (KP-LII) dapat diperoleh. Dalam kasus untuk sudut-
sudut interaksi optimum, solusi N-soliton dari persamaan KP-II akan tere-
duksi menjadi N+1 cabang soliton. Pada paper ini akan ditunjukkan, untuk
N sebarang terdapat solusi N-soliton yang bebas waktu. Diantara N-soliton

ini. terdapat N-2 soliton individu yang berjalan tidak berubah fase.

1. PENDAHULUAN

Persamaan Kadomtsev-Petviashvili (KP-I,II) dapat dipandang sebagai
generalisasi dimensi dua dari persamaan Korteweg-de Vries (KdV) dan meng-

gambarkan gelombang dimensi dua yaﬁg merambat pada arah x, dengan

~
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. variasi yang lamban dalam arah y. Persamaan KP(I-II) ini telah disajikan
oleh Kadomtsev dan Pe.tviashvili ( lihat [1] ) untuk membahas stabilitas
soliton dimensi satu pada suatu media dengan dispersi lemah (weak disper-
sion). Dalam bentuk baku persamaan Kadomtsev-Petviashvili untuk tinggi

gelombang U = U(z,y,t) diberikan oleh
(Ut + 6UUI + er:z)z + 3Ebryy = 0- (1)

Untuk € = —1 berkenaan dengan KP-I dan untuk ¢ = 1 berkenaan dengan
KP-II. Persamaan ini mempunyai Struktur Hamiltonian seperti persamaan
KdV.

Organisasi paper ini sabagai berikut. Pada bagian 2, solusi N-soliton
dari persamaan KP(I-II) diselesaikan dengan menggunakan metode Hirota.
Solusi yang diperoleh ini selanjutnyva akan diselidiki sifat asimtotiknya dan
resonansi diantara N-soliton. Pada bagian 3. akan dibahas secara detail men-
genai profil solusi N-soliton yang bebas waktu dengan N > 3, dan akhirnya
diperolch syarat cukup dan perlu agar dipenuhi kondisi bebas waktu. Pada
kondisi bebas waktu, akan dibahas adanya soliton ke-i, 3 <7 < N berjalan
tidak berubah fase setelah tumbukan dengan N-1 soliton yang lain. Pada

bagian akhir dari paper ini merupakan kesimpulan dari uraian sebelumnya.
2. SOLUSI PERSAMAAN KP(I-II)

Persamaan KP(I-II) adalah salah satu sistem Hamiltonian yang terinte-
gral. Pada bagian ini akan dibahas solusi N-soliton dari persamaan KP (I-II)
dengan menggunakan metode Hirota yang telah dibahas oleh Satsuma ( lihat
[3] ). Solusi yang diperoleh ini selanjutnya akan diselidiki bentuk asimtotik

dan resonansinya.
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2.1. SOLUSI SATU SOLITON

Perhatikan persamaan KP(I-II) yang diberikan pada (1). Untuk menye-

lesaikan persamaan ini definisikan transformasi variabel bergantung

Ul(z,y,t) =2(logf)zz, (2)

dengan syarat batas untuk |z| — oo berlaku f(z,y,t,) — 0 beserta turunan

- turunannya. Persamaan (1) ditransformasi menjadi

f(ft ¥+ frxz)x i f:c(ft +f:ra::z) - 3(f:::fxa::r i fxz:z:) + 35(ffyy - fy2) =0. (3)

Persamaan (3) ini dikatakan Persamaan Hirota KP(I-II). Perhatikan solusi

f dari persamaan (3) berbentuk
f=1+¢* (4)

dengan variabe fase ¢ = pz +vy+wt+4§ dan g, v, w, § = konstan. Bentuk

f ini akan memenuhi persamaan Hirota KP(I-II) jika dipenuhi hubungan
D(p, p.w) = pw + 4p* + 3e? = 0. (5)

Fungsi D ini dikatakan relasi dispersi untuk suatu soliton. Jika ditentukan

variabel fase ¢ = u(z + py — ct) maka berlaku hubungan ¢ = 4u? + 3ep?.

Solusi dari persamaan KP(I-II) ) yang berkorespondensi dengan f adalah
2

U= Z%Inf = 2u?sech®(u(z + py — ct)), (6)

vang dikatakan solusi gelombang soliter (soliton) dari persamaan KP(I-II).

(4

Solusi ini merupakan gelombang yang berjalan dengan kecepatan by v

dalam arah membuat sudut tan~!p terhadap sumbu-x.
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2.2. SOLUSI N-SOLITON

Solusi eksak N-soliton untuk fungsi f dari persamaan Hirota KP(I-II)
diperoleh melalui metode Hirota. Didefinisikan operator diferensial Hirota

D dengan

o 8,0 0.0 8.

DDy Dia(z,y,t).b(z,3,8) = (57 = 5)' (57— 57)" (57 ~ )

a(:z:, Y, t)b(.’L‘, Y, t)lx:z’ 2wy=y' t=t'
dimana a(z,y.t) dan b(z,y,t) adalah fungsi benilai riil. Dengan menggu-
nakan operator ini diperoleh persamaan Hirota KP(I-II) dalam bentuk bilin-
ier

(DyD; + D} + 3eD2)f.f = 0. (7)
Bentuk f dapat dinyatakan sebagai deret pangkat dalam parameter 3, mis-
alkan

f=14B8fi+Bf+Bfr+... (8)

Substitusi (8) ke (7) dan menghimpun kocfisien dari § dengan pangkat yang

sama, diperoleh

(D:D; + D} +3eD))f1.fy =0, (9)
o0 o 9?
2(&£+5;+366—y2)f2= ——(DtDI-f-D;i‘FBEDZ)fI-fl ) (10)
o0 o 9*
2 +a5+3ez5)fs =—(DiDy+D;+3eD2)(fo-f1+ f1.f2) , (11)

ot oz ' ozt dy?
Untuk mencari solusi N-soliton dari persamaan KP(I-II), dimisalkan bentuk

f1 sebagai
N
h=Y e
i=1
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dimana ¢; = pi(z + piy — c;it) dan ¢; = 4u? -+ 3ep?, 1=1, 2,..., N.
Substitusi f; ke persamaan (10) diperoleh

4 2
A5 L+ L +3e2)fr = -2 T (DiD+ Di+3eD?)
1<iG<N
e1%: 29
FRIEE THE 5 (—ui6i+uj0j)(l-ti—uf)+4(#i—uj):+35(uipf—#;@;
1<i<j<N (—;;fc,é—ujcj‘::ﬁ+uj)+;im+uj) +3e(uipi+p;p;) (12)
2¢;+20;.
(EE +a7t 36@7)6 $i+2¢;
Sehingga diperoleh
_ (zpicitpici)(pi—pi ) +4(mi —pi) +3e(pini—pip;)* 26;+2¢;
2 = 1<i<Zj<N (Sici—pms € ) (115 )+ A(pmi 113 ) +3€ (i pi 125 93)7 ’
_ 4(p; — #j)2 —€(pi — 91)2 o20i+2¢;
1<i<y<N 4(pi + p5)? — e(pi — pj)? ,
(13)

dan selanjutnya subsitusi persamaan (13) ke persamaan (11) diperoleh

2¢i+2¢;+2
f3 = Z Ay Ak Aire ®i+20;+2k
1<i<j<k<N

4(pi — #1)2 —€(pi —p, )262¢.+2oj

dpi + pj)? = elpi = p,)? ’
Prosedur ini diulang terus menerus untuk menentukan f,, 3 < n < N dan

di mana A;; =

1<i<j<N.

fx vang dapat dinyatakan sebagai

fn= ., AjjAji. Aye®ditPoitiht -+ 3<n <N
1<i<j<k..<I<N

f‘\v f— H ‘4!]62@1 +2¢2+-"*20;V’ ‘41‘]_ > 0, 1 S 'L <] S N
1<i<j<N

Solusi N-soliton dari persamaan Hirota KP(I-II) dapat dinyatakan seba-
gai
N 5 _
f = 1+ Z ezd’i i1 Z Aije ¢i+2¢]+
1=1 1<i<j<N
Y AyjAjp At 4+
1<i<j<k<N (14)
H Aij-32¢1+2¢2+'"+2¢’v,
1<i<j<N
Aij >0, 1<i<j<N
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dimana
4. = Hpi—p)’—elpi—py)
i =

Api + 1)* = e(pi — ps)*’
Solusi N-soliton dari persamaan KP(I-II) dinyatakan sebagai U = 2(logf)zz-

1<i<j<N.

2.3. RESONANSI DIANTARA N-SOLITON

Aspek lain dari soliton adalah resonansi soliton di mana dua soliton
terhadap kondisi tertentu beresonansi yang menghasilkan soliton yang baru.
Didefinisikan A;; dengan

1
A,‘j = -2-11'1(A,'j), A,‘J‘ >0,1<:1<j3<N. (15)

Untuk A;; — 0 maka |A;;| — oo. Ini menyatakan soliton ke-i dan ke-j berin-

teraksi menghasilkan suatu soliton yang baru. Kondisi ini dipikirkan sebagai

resonansi antara soliton ke-: dan soliton ke-j. Kita akan menyelidiki reso-

nansi diantara N-soliton, untuk resonansi diantara dua soliton telah dibahas

oleh Cahyono dan Ohkuma & Wadati (lihat [2] dan [4]).

Proposisi 2.1.

Pada t=0, jika A;; =0, 1 <i < j < N maka terdapat N+1 cabang soliton,

vaitu sepanjang ¢; = konstan , dengan 1 < ¢ < N pada setengah bidang

atas dan sepanjang ¢; — ¢x = konstan j # k, 5, kK = 1, 2,..., N pada

setengah bidang bawah dari bidang XY.

Bukti.

o Sepanjang ¢; = konstan, 1 <7 < N.

Untuk ¢; = —oc, 7 # j, bentuk f dapat ditulis f =1+ 3  e?i+ 2%
1<GSNi#]

maka f — 1 + 2%, yaitu merupakan soliton ke-i, 1<i < N.

o Sepanjang ¢; — ¢ = konstan.

Untuk ¢;, ¢ — oo dan ¢; = —o0, i # j # k fungsi f dapat ditulis

f= 2%k [e—2¢k .. Z [62¢i—2¢k] + e29i =20k 4 1]
1<i< Nyi#j



SOLUSI N-SOLITON BEBAS WAKTU 161

Faktor pertama akan hilang terhadap operatorVng;ln dan faktor kedua —
1+¢e%72% gsehingga U — UU—F) = 2—6‘%27171(1 + €29572%) yaitu merupakan
soliton yang lain dengan arah fase ¢; — ¢x.

Andaikan ada arah fase ® = ¢;+a ¢y = konstan, a # -1, j #k, j, k=
1, 2,..., N untuk y— —oo0.
1. Jika ¢y — 00, ¢; — —o0,1 # k bentuk f dapat ditulis

f=1+ ¥ e¥i=e2ke2k 4 T 2720k 4 20720k 4 1]
1<i<N 1<i<N,izj

Faktor pertama hilang terhadap operator Z%In sedangkan faktor kedua
— 1 sehingga U — 0, V @ # —1, kontradiksi dengan pengandaian bahwa &
arah fase yang tidak hilang.

2. Jika ¢; = 00, 1 < i < N bentuk f dapat ditulis

> 20
f = 1+ T €% fetsisw
1<j<N
> 20 - Y 26 20;— Y. 20
= el<isN [e 1<i<N + z e 1<i<N +1]
ISSA

Faktor pertama hilang terhadap operator Z%In sedangkan faktor kedua
— 1. Sehingga U—0,Ya # —1, kontradiksi dengan asumsi bahwa @ arah
fase yvang tidak hilang.
3. Jika ¢; = —oc, 1 <1 < N maka f — 1. Sehingga U — 0 yaitu solusi U
hilang dalam pelimitan ini, kontradiksi dengan fakta bahwa @ adalah arah
fase yang tidak hilang.

Untuk kasus yang lain dibuktikan secara sama. Soliton UU~*) ini meru-

pakan soliton yang nyata karena memenuhi kondisi relasi dispersi D(u; —

Bks HjPj — MkPks — Bicj + pkpr) = 0.
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Gambar 1: Solusi tiga soliton (N=3) dengan empat cabang soliton, untuk
e=1 A, =0 i<, i j=1 2 3danp; =1, up = 0,695, p3 =
0,25, P =-0.5. p2=0.11, p3=1, t=0.

2.4 BENTUK ASIMTOTIK SOLUSI N - SOLITON

Kita akan membahas bentuk asimtotik dari solusi N-soliton pada pe-
limitan v — zoc dengan memperhatikan parameter waktu t tetap. Pada
pelimitan ini suatu soliton diselidiki melalui transformasi koordinat berg-
erak dengan kecepatan ¢, = konstan, 1 < n < N, atau dengan memandang
¢n = konstan, 1 <n < N.

e Untuk y — —o0, tanpa mengurangi keumuman asumsikan
1, ¢3, O4.ueey Gn_1 — 00, ¢, = konstan , n# 2 dan

Gn+1y Pns2..y ON, P2 = —00, maka
f— A134...(n-1)[1 + AlnABn---A(n_l)n €2¢"].

Terhadap operator 26%25171 factor Aj34. (n—1) hilang. Sehingga U — un =
2u2 sech? (6n+ %ln(AlnAgn...A(n_l)n)), yaitu solusi soliton ke-n berubah fase
dengan faktor %ln(AlnAgn...A(n_l)n).

e Untuk @, = konstan , ¢, ¢3, d4,..., $N — 00, maka

f = Auzq N[l + A12A2s Ags... AN e®?®?].
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Terhadap operator 253;2;ln factor Aj34. n hilang. Sehingga U — U@ =
2usech?(¢y + 3In(A12Az3...A2n)), yaitu solusi soliton ke-2 berubah fase
dengan dengan faktor %ln(A12A23...A2N).

e Untuk y — o0. Dengan asumsi di atas berlaku, ¢1, ¢3,..., dp_1 —
—00, ¢n = konstan, n# 2 ¢p41, Gni2,y..., N, P2 — 00, maka

f =3 A(n+1)(n+2)...N2[1 + An(n+1)An(n+2)---AnNAn2 e2d>,,]'

Terhadap operator 25%25171 factor A(;41)(n+2)...N2 hilang. Sehingga U —
U™ = 2u2sech®[¢n + 3In(Anni1)An(nt2)-AnN An2)], yaitu solusi soliton
ke-n berubah fase dengan faktor %ln(An(nﬂ)An(n+2)...AnNAn2)).

Untuk ¢ = konstan, ¢;, ¢3,.., ¢y — —oo, maka f — 1 + 2?2 dan

U — U® = 2u3sech®(¢,), yaitu solusi soliton kedua tidak berubah fase.

VANAN 7 /// \

:\‘/4*\ Y

)

(,,
\
N
Va

‘I-M Q)-hnln‘ 1

QN-- o}-h—-

Gambar 2: Gambar garis - garis karakteristik dari soliton ke-i, 1 < i < N

pada pelimitan asimtotik |y| — oo.

Perubahan fase (phase shift) soliton ke-i yang diakibatkan oleh tumbukan

dengan N-1 soliton yang lain dinyatakan sebagai berikut

Ai = %ln( H Aji) - %l'n( H AijAQi), 1 2 3

1<5<i,j#2 i<j<N,j#2

A; = —%ln( H Aij), 1=1 (16)
i<j<N

Ai = %l‘n(Alz H A,;j), 1= 2.

i<j<N
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Setelah diperoleh perubahan fase ini, selanjutnya akan ditunjukkan adanya
kondisi untuk soliton ke-i, 3 < i < N berjalan tidak berubah fase.

Proposisi 2.2.

Misalkan A;, 1 < ¢ < N perubahan fase soliton ke-z yang diberikan pada
persamaan (16). Soliton ke-i, 3 < 7 < N berjalan tidak berubah fase setelah
tumbukan jika dan hanya jika berlaku hubungan

N
H[Ali — Ay = 0. (17)

i=3
Bukti.
Bukti diselesaikan dengan menentukan A; = 0, 3 <7 < N pada (16) dan

diperoleh
N-1
j=3 A1j 1

N—IA ) H A.N'
[lj=s Az 3<i<N-2

An-yN =

Nilai A(y_)y disubstitusi ke (16) dengan menentukan Ay = 0 diperoleh

N

H[Au — Ay = 0. o

i=1
Persamaan ini menyatakan adanya solusi untuk p;, 3 < ¢ < N, jika diberikan

nilai p;, 1<i< Ndanp;, 1<i1<2.
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3. SOLUSI N-SOLITON YANG BEBAS WAKTU

Profil solusi dua soliton dapat dipandang bebas waktu telah dibahas oleh
Cahyono et.al. ( lihat [2] ). Untuk profil solusi N-soliton ada yang dapat
dipandang bebas waktu. Pada bagian ini akan dibahas solusi N-soliton yang
bebas waktu dan selanjutnya diperoleh syarat perlu dan cukup agar untuk
menentukan kondisi bebas waktu. Kondisi bebas waktu dapat ditunjukkan
dengan membuat transformasi koordinat bergerak untuk mengeliminasi pa-
rameter waktu t.

Kita memperhatikan bahwa vektor arah dari variabel fase ¢;, yaitu o; =
(i, pipi, — pici)T, 1 < i < N terletak pada suatu bidang dalam ruang
waktu (x, y, t), artinya salah satu vektor arah merupakan kombinasi linier
dengan dua vektor arah yang lain yang bebas linier. Asumsikan dua vektor
yang bebas linier adalah 7 dan v3.

Proposisi 3.1.
Misalkan ¢; = p;i(z+piy—cit), 1 <i < N adalah variabel fase untuk soliton
ke-i. Profil solusi N-soliton yang bebas waktu berlaku hubungan

=G _ pL—pi _ PG = pic
C2 — G P2 — pPi P2C; — piC2

3<i<N. (18)

Bukti.
Misalkan vektor arah dari variabel fase ¢; pada ruang waktu (x, y, t) adalah
i = wi(l, pi, —¢)T, 1 <i< N. Misalkan 7, 3 < i < N merupakan

kombinasi linier dari v dan v5, maka berlaku
vi=av; + A\vp, 3<i<N. (19)

Dari (19) diperoleh

_ pilp2 = pi) _ kilpi —p1)
p= ISPy PR
p1(p2 — p1) pa(p2 — p1)
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Substitusi (20) ke (19) didapat kesamaan

C1—05=P1—Pi
C2—CG P2 —pPi

3<i<N. (21)

Di lain pihak kesamaan (21) equivalen dengan

P16 — pic1 _ P1 — Pi
p2C; — piC2 P2 — P4

3<i<N. (22)

dengan memperhatikan kesamaan
pac1 + pica + prci — paci — pica —picy = 0 ,3<i<N
yang merupakan syarat agar vektor v, v3, 75, 3 < i < N terletak pada

satu bidang. Dari persamaan (22) dan persamaan (21) diperoleh

Q-G _ PL—pi _ PiGi—picl 3<i<N. o
€y — G p2 = pi p2ci — pic2 .

Selanjutnya melakukan transformasi koordinat bergerak yvang diberikan

oleh

T—=zT—-nt y—y—10t (23)
di mana
_ P26 — pic2 ’ 19=C2—Ci’ 3<i<N.
p2 — pi p2 — pi

Melalui transformasi koordinat yang diberikan pada (23), maka variabel fase

¢;;, 3 <1 < N dalam koordinat ini menjadi

¢ = wpilz+nt+pi(y +9t) — cit)
= pi(z +piy + (0 + pi9)t — cit) (24)
= wlz+py), 3<i<N.

Persamaan (24) menyatakan bahwa arah fase dari soliton ke-i, 3 < 1 <

N tidak berubah dalam koordinat yang baru dan tidak bergantung pada
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parameter waktu t. Ini menyatakan bahwa profil N-soliton dipandang bebas
waktu.

Pada kondisi bebas waktu, selanjutnya akan ditunjukkan adanya soliton
ke-i, 3 <1 < N yang berjalan tidak berubah fase setelah tumbukan dengan
N-1 soliton yang lain.

Proposisi 3.2.
Misalkan ¢; = pi(z+piy—cit), 1 <1 < N adalah variabel fase untuk soliton
ke-i. Pada kondisi bebas waktu, soliton ke-i, 3 < i < N berjalan tidak

berubahan fase setelah tumbukan jika dan hanya jika berlaku hubungan

e . R )
€2 =G P2 — pi

N
2. H[Ali — Ay] =0, 3<i<N.
1=1

Bukti.
Proposisi ini merupakan kombinasi antara proposisi (2.2.) dan proposisi
(3.1.) yang senantiasa menyatakan ada solusi dan tidak tunggal untuk
i, pi, 3 < 1.< N, jika diberikan u;, p;, 1 < 7 < 2. Salah satu solusi
dari pernyataan ini, pilih A;; = Ag;, 1 = 3, 4,..., N dari poin (2). Maka
terdapat 2(N-2) variabel p; dan p;, 1 = 3, 4,..., N dengan 2(N-2) per-
samaan. Dari poin (1) misalkan p; dinyatakan dalam F'(y;), 1 = 3, 4,..., N
substitusikan nilai p; ke poin (2) maka diperoleh nilai p;,
1 = 3, 4,..., N yang tidak tunggal.

Sebagai contoh pada kondisi bebas waktu untuk N=4, jika diberikan nilai
ur =0,8, up=0.7, p1 = -1, po =1, € =1, melalui perhitungan MAPLE
diperoleh nilai p3 = —0,55883, ps = 0,41467 dan pu3 = 0,68, ug = 0,55678.
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Gambar 3: Profil 4-soliton dan peta konturnya pada kondisi bebas waktu

dimana soliton ketiga dan keempat tidak ada perubahan fase.

4. KESIMPULAN

Ssbagaimana umumnya persamaan gelombang tak linier, persamaan Ka-
domtsev-Petviashvili mempunyai relatif masih banyak fenomena yang belum
diketahui. Pemahaman tentang kelas solusi (analitik) khusus sepeti N-
soliton akan membantu mengungkapkan fenomena lain yang terkait seperti
kelas solusi (spatial) periodik.

Hasil yang diperoleh di sini tentang solusi N-soliton yang bebas waktu
vang tak berubah fase (kecuali dua terujung), pada dasarnya mengungkap-
kan adanya kelas solusi sederhana (yang tak trivial) yang hampir berperilaku

seperti gelombang linier.
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