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Abstract

Inverse problems related to reconstruction of wave interaction pattern of two-
soliton type from given measurement data are being discussed here. The surface
wave model is given by Kadomtsev-Petviashvili (KP) equation and the exact two-
soliton solutions can be obtained by Hirota’s method. The problem is to find the
parameters for the two soliton representing the waves from the experiment. Error
analysis is done by estimating the absolute error of amplitudes of individual soli-
ton using two waves measured at two different positions with respect to a given
error in measurement data. It is shown that the estimate of the amplitude error is
significantly smaller than using only one measurement data.

1 Pendahuluan

Di sini dikaji permasalahan yang terkait dengan rekonstruksi gelombang berdasar-
kan data hasil pengukuran dari gambar gelombang jenis dua soliton yang diberikan.
Lebih khususnya jika diberikan foto interaksi gelombang bertipe dua-soliton (lihat
gambar 1), bagaimana mendapatkan kembali bentuk gelombang tersebut secara
analitis. Jika bentuk gelombang telah diperoleh, selanjutnya dianalisis seberapa
besar tingkat kesalahan parameter amplitudonya, dengan asumsi tingkat kesalahan
data pengukuran adalah kecil.

Kajian awal dari permasalahan ini telah dilakukan oleh Peterson P. dan van
Groesen E.(lihat [9], [10]), yang menjelaskan mengenai rekonstruksi gelombang se-
cara analitik berdasarkan data pengukuran satu gelombang dua soliton (dalam hal
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ini sudut interkasi dan pergeseran fase). Jamaluddin dkk. (lihat [1])telah men-
ganalisis tipe dua soliton KP melalui pengamatan di laboratorium hidrodinamika
(LHI).

Permasalahan ini pada awalnya dimotivasi dari hasil foto yang berbentuk inter-
aksi dua gelombang pada permukaan air laut dangkal yang diambil di pantai Ore-
gon oleh Toedtemeier(lihat[7]). Hammack J. dkk.(lihat [5]) juga telah melakukan
eksperimen dalam skala laboratorium untuk memverifikasi adanya pola gelombang
interaksi yang bertipe dua soliton KP.

Persamaan KP dipilih sebagai model dasar yang merepresentasikan gelombang
panjang dua dimensi. Lebih detail tentang model KP dapat dilihat pada [6] dan [16].
Model KP adalah generalisasi dari model Korteweg-de Vries (KdV)yang merepresen-
tasikan gelombang merambat satu arah. Solusi analitik dari persamaan KP dapat
diselesaikan dengan metode Hirota [16]. Beberapa aspek yang dikaji dari interaksi
dua soliton adalah amplitudo, kecepatan individu soliton dan karakteristik interaksi.

Sebagai rujukan solusi analitik dua soliton dari persamaan KP dapat dilihat
pada [10]dan [3]. Pada dasarnya solusi dua soliton dapat didekomposisi menjadi
superposisi dua buah individu soliton yang saling terdistorsi pada saat mendekati
puncak interaksi.

Diasumsikan persamaan KP sebagai model yang akurat untuk masalah inter-
aksi dua gelombang air dangkal. Pertanyaan yang relevan dengan eksperimen di
laboratorium hidrodinamika adalah bagaimana merekonstruksi secara analitik so-
lusi dua soliton tersebut berdasarkan parameter-parameter pengukuran, dalam hal
ini adalah parameter posisi puncak dan sudut interaksi di antara dua gelombang,
dengan memperhatikan bahwa masing-masing parameter pengukuran membawa ke-
salahan pengukuran dengan tingkat kesalahan yang ditentukan. Estimasi kesalahan
dari solusi dianalisis untuk mengetahui tingkat signifikansi tinggi gelombang yang
diakibatkan oleh kesalahan pengukuran parameter gelombang (posisi dan sudut in-
teraksi) tersebut.

Penulisan paper ini dimulai dengan memformulasikan masalah invers dijelaskan
pada seksi 2 dan selanjutnya solusi dari persamaan KP dijelaskan pada seksi 3. Seksi
4 menjelaskan masalah invers dan estimasi kesalahan absolut amplitudo individu
soliton KP secara detail dijelaskan pada seksi 5.

2 Masalah rekonstruksi gelombang dari data penguku-
ran

Di sini kita perhatikan suatu hasil pemotretan interaksi dua gelombang yang
diambil di laboratorium hidrodinamika atau dari atas permukaan laut di perairan
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dangkal. Diasumsikan bahwa hasil dari foto tersebut merepresentasikan gelombang
dua soliton. Masalah yang dihadapi dalam praktek adalah bagaimana memilih
parameter-parameter pengukuran (mengingat masing-masing pengukuran membawa
kesalahan) untuk mendapatkan estimasi gelombang (analitis) yang sedekat mungkin
dengan gelombang yang dihasilkan dari foto tersebut.

Pada penelitian ini parameter pengukuran yang dipilih adalah posisi puncak
dan sudut interaksi. Jika pengambilan foto dilakukan dua kali(pada waktu yang
berbeda), maka diperoleh dua data pengukuran dari interaksi individu gelombang
untuk posisi yang berbeda. Dalam hal ini dipilih tiga parameter pengukuran (dua
posisi dan satu sudut interaksi) yang bebas. Berdasarkan data pengukuran ini,
parameter tinggi gelombang individu dapat direkonstruksi secara analitik.

Keakuratan pengukuran dari parameter pengukuran ini akan berpengaruh pada
keakuratan estimasi parameter tinggi gelombang individu. Sedangkan parameter
pengukuran ini memberikan tingkat sensitivitas yang berbeda dalam mengestimasi
keakuratan parameter tinggi gelombang. Oleh karena itu faktor kesalahan penguku-
ran parameter harus dilakukan sekecil mungkin. Kesalahan pengukuran parameter
ini akan memberikan kontribusi pada kesalahan parameter tinggi gelombang indi-
vidu. Analisis kesalahan dilakukan untuk menjelaskan tingkat keakuratan kesalahan
pengukuran parameter terhadap keakuratan dalam estimasi parameter tinggi gelom-
bang individu. Pada seksi berikut ini dikaji secara analitik solusi dari persamaan

Gambar 1: Interaksi dua soliton

KP dengan menggunakan metode Hirota dan selanjutnya menentukan relasi dispersi
untuk solusi dua soliton.
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3 Solusi Dua Soliton dari Persamaan KP

Persamaan KP adalah model gelombang permukaan 2D yang dinyatakan oleh
(ug + vug + Ugaz)z + uyy =0 (1)

dimana u = u(z,y,t) adalah fungsi yang merepresentasikan permukaan gelombang.
Persamaan ini merupakan generalisasi dua dimensi dari persamaan KdV.

Solusi dua soliton dari persamaan KP ini dapat diperoleh dengan metode Hirota,
melalui transformasi variabel bergantung

u = 2(Inf)zz. (2)
Dengan mensubstitusi persamaan (2)ke persamaan (1), diperoleh
f(ft + fmm)x - fav(ft + fz:ca:) - S(fxfa:a:x - fa?m) + 3(ffyy - fyz) = 0. (3)

Solusi untuk f dari persamaan(3) yang merepesentasikan dua soliton (dapat dilihat
pada [3]) dinyatakan oleh,

f=1+ €291 4 o202 | p2011202 (4)

di mana

4 — p2)? — (p1 — p2)?
4= 4y + p2)? — (o1 — p2)? (5)

Solusi dua soliton dari persamaan KP tersebut bergantung pada parameter waktu
dan merepresentasikan profil interaksi dua soliton. Solusi dua soliton KP dinyatakan
oleh persamaan (2) di mana f dinyatakan oleh persamaan (4). Solusi u(z,y,?) ini
dapat ditulis sebagai fungsi dari dua variabel fase yang dinyatakan oleh(lihat pada
[3D),

u(z,y,t) = u(z + pr1y — c1t, T + pay — cot) (6)

Solusi pada persamaan (6) dapat dipandang sebagai interaksi dua soliton KP, di
mana p;, ¢, ¢ =1, 2 masing - masing menyatakan sudut-sudut interaksi terhadap
sumbu-Y dan kecepatan perambatan individu soliton. Sudut-sudut interaksi ini da-
pat dibuat simetris terhadap sumbu-Y melalui transformasi sistem koordinat (lihat

[31)-

Jika sudut-sudut interaksi ini dipandang simetris maka berlaku p; = —ps. Tanpa
mengurangi keumuman diasumsikan p; = p > 0. Oleh karena itu jika a addlah
sudut interaksi diantara puncak individu soliton (wave crests), maka berlaku « =
tan~1(p1) + tan"1(ps), atau p = tan fa.

Gambar 2.a dab 2.b adalah profil interaksi dua soliton KP pada posisi yang
berbeda, masing-masing untuk kasus A > 1 dan untuk kasus 0 < 4 < 1.
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Gambar 2: Dua soliton KP dalam posisi berbeda untuk kasus A > 1 (2.a) dan
0<A<1(2b)

Masalah rekonstruksi interaksi dua gelombang yang didasarkan pada pengukuran
posisi gambar dan sudut interaksi yang diberikan, akan dibahas secara analitik pada
seksi berikut ini.

4 Problem Invers

Bagian ini menyelesaikan problem invers dengan mengambarkan terlebih dahulu
garis puncak interaksi dua soliton KP secara geometri. Selanjutnya melalui koordi-
nat bergerak dari garis puncak tersebut akan ditentukan besaran dari posisi interaksi
gelombang dalam bidang XY. Problem ini juga menentukan parameter tinggi gelom-
bang (a1, a2, p1 dan ug) dari solusi dua soliton KP dengan memperhatikan dua
posisi dan sudut interaksi dua individu soliton.
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4.1 Representasi Geometri Interaksi Dua Soliton

Interaksi dua soliton dari persamaan KP pada posisi yang berbeda secara
geometri akan disajikan pada subbagian ini. Interaksi dua soliton ini dapat digam-
barkan geometris melalui garis puncaknya (crest lines).

Untuk menganalisis masalah invers diasumsikan bahwa sudut interaksi dua soli-
ton adalah simetris. Misalkan Cy, = (cg, ¢y) adalah posisi yang kedua dari interaksi
dua soliton, sedangkan posisi yang pertama ditentukan pada titik (0, 0), hal ini tam-
pak pada gambar 3. Gambar 3.a merepresentasikan posisi pertama dan kedua garis
puncak interaksi dua soliton KP,untuk kasus A > 1. Sedangkan gambar 3.b untuk
kasus 0 < A < 1.

3b

Gambar 3: Representasi geometri puncak interaksi dua soliton KP.

Gambaran secara geometri interaksi puncak dua soliton KP pada dua dimensi
dapat dijelaskan sebagai berikut:

i. Titik (0,0) adalah titik pusat garis puncak interaksi dua soliton untuk posisi
yang pertama.

ii. Sumbu-Y diambil ditengah antara garis puncak individu soliton (wave crests)
yang membagi sama sudut interaksi dua soliton.

iii. Cy adalah posisi yang kedua garis puncak interaksi dua soliton yang sesuai
dengan titik (0,0).

iv. o adalah sudut interaksi garis puncak antara dua individu soliton.
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Dengan mengamati parameter pengukuran Cy = (¢, ¢y) dan o, maka terdapat
tiga parameter yang berkaitan dengan solusi dua soliton KP (dalam hal ini parameter
M1, f2, p1 dan py yang belum diketahui). Dari gambaran secara geometri tersebut,
dapat analisis hubungan antara parameter yang diukur (dalam hal ini ¢;, ¢, dan a)
dengan parameter (u1, 2, p1 dan ps) yang akan ditentukan.

Selanjutnya menyelesaikan problem invers untuk mendapatkan solusi dua soliton
KP yang berkaitan dengan parameter amplitudo (yaitu p;, ¢ =1, 2).

1. Relasi untuk sudut interaksi.

Jika a menyatakan sudut antara dua garis puncak gelombang dan k;, ¢ = 1, 2
menyatakan vektor-vektor gelombang di mana k;=(u;, uipi), ¢ = 1, 2, maka dengan
menentukan p; = —py diperoleh hubungan,

1
p = tan e (7)

2. Relasi untuk posisi.

Perhatikan bahwa c, dan ¢, masing-masing menyatakan komponen posisi Cp
dalam arah X dan Y. Posisi Cy, ditentukan berdasarkan translasi koordinat bergerak
dari dua soliton KP. Maka terdapat hubungan

o, = LAATF (8)
P1— P2
Ci —C2
= e 9
Cy =1 | 9)
dimana
ci=4p2+3p%, i=1,2. (10)

Dari persamaan (10) kita mempunyai

p1(4u3 + 3p3) — p2(4uf + 3p7)

Cp = 11
¢ p1 — p2 (11)
4u2 + 3p% — 4u2 — 3p2
¢ = M1 + P1 1o ,02. (12)
p1 — p2

Tanpa mengurangi keumuman diasumsikan p; = p > 0, maka persamaan (11) dan
(12) ditulis menjadi
= 2 2 2
¢z = 2ui+2u5+3p°>0 (13)

2u? — 242
_"ilp_“z>0 (14)
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Solusi eksak untuk p;, 7 = 1, 2 dinyatakan oleh

4d = cpteyp—3p°>0 (15)
4 = co—cyp+3p° >0 (16)

Jika amplitudo soliton ke-i adalah a; = $u?, i = 1,2 (lihat [8]) maka
(cz + cyp — 3p%) (17)

(cz — cyp + 30°) (18)

ay =

as =

00| = QO =

Persamaan(17) dan (18) menyatakan bahwa besarnya amplitudo soliton ke-i, i =
1,2 bergantung pada parameter c;, ¢y dan p. Dengan demikian dapat menerka
bahwa keakuratan pengukuran parameter (posisi dan sudut interaksi)dapat mem-
pengaruhi tingkat ketepatan mengestimasi amplitudo soliton. Estimasi kesalahan
absolut amplitudo soliton KP secara detail dijelaskan pada bagian berikut.

5 Estimasi Kesalahan.

Pada seksi ini dianalisis estimasi kesalahan absolut amplitudo individu soliton
KP, berdasarkan data pengukuran ¢z, ¢, dan p yang berkorespondensi dengan data
dari Peterson dan mengambil tingkat kesalahan pengukuran sebesar 5%. Estimasi
kesalahan ini dibatasi pada daerah p1 +us < pdan p; —pu2 > p,dimana0<p<1
yaitu daerah yang berlaku untuk pergeseran fase negatif dan positif.

Dalam hal ini cukup dianalisis estimasi kesalahan absolut untuk amplitudo in-
dividu soliton (yaitu A4, dan A,,). Misalkan A,cg, Arcy dan A,p masing-masing
adalah kesalahan relatif terhadap paramater pengukuran cg, ¢, dan p.Sedangkan
Ag,; adalah kesalahan absolut amplitudo dari soliton individu pertama. Jika ¢, &
dan p masing-masing adalah hasil pengukuran yang berkenaan dengan parameter
pengukuran ¢, ¢y dan p. Maka diperoleh hubungan

G =c(14+Arcs), G =cy(l1+Arcy), p=p(l+Arp). (19)

Jika kesalahan relatif pengukuran sebesar k = 5% disubstitusikan ke solusi dua
soliton KP (pada persamaan (17)) maka diperoleh kesalahan absolut amplitudo
(Aq,) berikut,

-1
Ay = _8‘k(—Cypk +3p%k + 6p° — ¢z — 2¢yp). ()

Selanjutnya diamati harga ektrim A,; masing-masing pada daerah 0 < p;+p2 <
p dan 3 — p2 > p, dimana 0 < p < 1. Dengan mensubstitusi parameter c;, ¢y ke
persamaan (11) dan (12) ke persamaan (20), maka A,, ditulis menjadi
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—1
Aoy = k(30" — 64 + 2043 — 2hpf + 2hif + 3ko?). (21)

Pertama mencari nilai ekstrim untuk Aal pada daerah 0< 1y +u2 < p, 0 p< 1.

Syarat perlu adanya nilai ekstrim adalah Tu]" 0, 73———1 =0 dan WL = 0, hanya
dipenuhi pada titik (u1,u2,p) = (0,0,0) yang terletak pada daerah batas. Untuk
itu cukup diuji nilai ekstrim pada batas 3 + p2 = p.

Jika pg = p — py disubstitusi ke persamaan (21), maka A,, dapat ditulis menjadi

Doy = —8£k(5p2 — 44} — 4pps + 5p°k — dkpap). (22)
Nilai ekstrim dari A,, dicapai pada titik (u1,p) = (0,0) yang merupakan titik
pelana. Untuk itu tinggal menguji nilai ekstrim dari A,, pada titik - titik batas
(0,0,0), (0,0,1), (0,1,1) dan (1,0, 1) yang masing-masing memberikan nilai A,, =
0, A,, = —0,0197, A,, = —0,0328 dan A,, = 0,0184. Jadi kesalahan absolut a;
pada daerah 0 < p3 + u2 < p, 0 < p < 1 untuk kasus pergeseran fase negatif sebesar
0,0328.

Kesalahan amplitudo individu soliton pertama pada daerah g1 —p2 2 p, 0 < p <
1, untuk kasus pergeseran fase positif dilakukan dengan cara yang sama. Hasil yang
diperoleh dari perhitungan analisis disimpulkan bahwa kesalahan absolut amplitudo
(Ag,) sebesar 0,119.

Dengan cara yang sama kita mengestimasi kesalahan amplitudo soliton kedua
(Ag,). Jika parameter pengukuran c;, c, pada persamaan (11) dan (12) disubsti-
tusikan ke persamaan (18), diperoleh A,, sebagai berikut

=i
Aoy = k(208 — 643 + 3p” + 203k — 2k4s3 + 3p7). (23)

Dari perhitungan analisis diperoleh bahwa nilai ekstrim dari A,, pada daerah
0 < wp1+p2 <p, 0< p <1 dicapai pada titik-titik batasnya (yaitu (0,0,0),
(0,0,1), (0,1,1) dan (1,0,1)). Pada titik-titik (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1) dan (1,0,1)
masing-masing memberikan nilai Ay, = 0, Ag, = —0,0197, Ay, = 0,019 dan 4A,, =
—0,0328. Jadi kesalahan absolut A,, mencapai 0,0328 pada daerah 0 < p1+p2 < p,
0 < p <1 (untuk kasus pergeseran fase negatif).

Analisis kesalahan absolut amplitudo individu soliton kedua (A,,) pada daerah
p1 — p2 > p, 0 < p <1 dilakukan dengan cara yang sama. Dari hasil perhitungan
diperoleh bahwa keslahan absolut (A,,) mencapai 0,034.

Hasil perhitungan kesalahan absolut amplitudo individu dua soliton, dengan
memberikan kesalahan relatif pengukuran c;, ¢y dan p sekitar 5% diberikan pada
tabel 1. Tabel 1 juga membadingkan kesalahan absolut dari hasil Peterson & van
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Groesen [9] dengan mengambil kesalahan relatif pengukuran yang sama. Hasil perhi-
tungan menunjukkan adanya perbaikan kesalahan amplitudo yang signifikan diband-
ingkan dengan hasil di [9]yang diperoleh dengan satu data pengukuran.

Tabel 1: Kesalahan absolut parameter amplitudo soliton KP.

Kesalahan amplitudo | Pergeseran Fase Negatif | Pergeseran Fase Positif
¥ *K * *F

B 1,9827 0,0328 2,00 0,119

Ag; 0,4957 0,0328 0,0905 0,034

Keterangan:
*) Peterson.
**) Hasil penelitian.

6 Kesimpulan.

Pada paper ini telah diperoleh hubungan eksplisit untuk problem invers yang
merekonstruksi gelombang permukaan 2D berdasarkan dua gambar yang diberikan
dan estimasi kesalahan absolut juga diperoleh secara eksplisit.

Hasil dari analisis estimasi kesalahan diperoleh bahwa kesalahan absolut ampli-
tudo individu soliton KP cukup kecil. Dengan menentukan kesalahan relatif pen-
gukuran sekitar 5% telah dihasilkan bahwa kesalahan absolut amplitudo individu
soliton mencapai 0,0328 ( untuk kasus pergeseran fase negatif ). Sedangkan untuk
kasus pergeseran fase positif disimpulkan sebagai berikut:

1. Kesalahan absolut amplitudo individu soliton pertama mencapai 0, 119.

2. Kesalahan absolut amplitudo individu soliton kedua mencapai 0, 034.

Hasil ini diharapkan dapat memberikan informasi signifikansi untuk memprediksi
tinggi gelombang yang berkenaan dengan problem yang sama.
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