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Abstrak: Makalah ini mengemukakan pendekatan Norm Hankel Optimal (Optimal Norm
Hankel Approximation (OHNA)) untuk mereduksi plant dari system linear yang tak berubah
terhadap waktu. Dalam teori kendali, yang dimaksud dengan plant adalah obyek yang
dikendalikan, kemudian akan diteliti sifat-sifat dari plant tereduksi. Selanjutnya akan dikaji

juga kesalahan reduksi dengan menggunakan norm- /7

Kata Kunci: Plant Tereduksi, Metode pendekatan Norm Hankel Optimal (OHNA),
Norm H

PENDAHULUAN

Pada dasarnya untuk menentukan pengendali yang berorde rendah dapat dicari lewat dua
cara/alternatif. Cara pertama yaitu dengan mereduksi plant yang berorde tinggi lalu didapatkan suatu
pengendali yang berorde tinggi, kemudian dari pengendali berorde tingggi direduksi dengan menggunakan

teknik /_ untuk menentukan pengendali yang berorde rendah. Cara kedua dilakukan dengan mereduksi

plant yang berorde tinggi. Lalu didapatkan plant berorde rendah dan juga dengan menggunakan teknik
dirancang pengendali berorde rendah. Untuk selanjutnya kita bandingkan cara pertama dan kedua. Dan
cara/alternatif yang terkait dengan pembahasan ini adalah cara yang kedua yaitu bagaimana mereduksi
plant berorde tinggi dengan menggunakan metode Pendekatan Norm Hankel Optimal (OHNA). Dan lebih
lanjut akan dianalisis tentang kesalahan reduksi, metode pendekatan dan mengkaji syarat perlu dan cukup
untuk kesetimbangan dan kestabilandari plant yang tereduksi.

PERMASALAHAN

Misalkan G adalah fungsi alih dan persamaan dinamiknya sebagai berikut :

x = Ax+Bu, x(t)=xy

y =Cx+Du
dimana x(#) ¢ R" disebut variable keadaan, x(#)) disebut kondisi awal, u(#) eR™ disebut input system, dan
y(t) € R’ disebut output system., A,B,C,D adalah matriks riil konstan dengan :
A e R™,B e R™,C ¢ R"™ D ¢ R Maka akan ditentukan plant berorde r(r<n),dengan persamaan dinamik
sebagai berikut:

xr(t) = Arxr(t) + Brur(t) > Xr (tO) =Xr(0)

V(1) = Coxy(t) + Dyun(t)

PENDEKATAN NORM HANKEL OPTIMAL

Pendekatan Norm Hankel Optimal adalah mencari 5 € RH, dari derajat Mcmillan r<n

sehingga meminimalkan ||G,(s)- 5 A(S)||i , sedemikian sehingga ||G,(s)- 5 A(S)|lz = 0,+:(G). Dan hal ini
merupakan kasus optimal karena o,.;(G) adalah batas bawah dari Hankel norm,
dengan o, ,:\/i ++1(PO)

Definisi 1. Misalkan G(s) = C(sI-4)” B + D maka norm Hankel dari G(s) didefinisikan sebagai :
1G(s)l|ln = O (PO)
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Dengan ¢ adalah nilai singular terbesar dari P Q, dengan :

© , oo )
P= Ie(At)BBTe(A 1) dt Q:je(A t)CTCe(At)dt
0 0

Teorema 1. Misalkan realisasi setimbang (4,B,C,D) memenuhi :
AP"+PA"+BB"=0
AT0+04+C"C=0

Untuk P=Q=X=diagonal(X}, X2,),

Dengan X; = diagonal (0, ..., 6,y Orimei, .-.r O,

2, =diagonal (6,44, ..., Opim), 01> ...> 0> 1= Opi2
= .. ar+m> 0-)+m+1> Un>0 5(21 - r+11) 0
Partisi (4,5, C) yang bersesuaian dengan partisi 2 adalah :

A A B
A—[ 11 12:| B—{ 1} C= [Cl Cz]
A21 Azz Bz

Dan didefinisikan 4 =E" (o, AT;+ Z- 6,,C,"UB,"),
B =E'(ZB/+ 0,.,C/"U),
C = C121+ 0',+1UB1T

D=D-0,.,U
Dengan U adalah matriks orthogonal yang memenuhi B=C ZTU dan E=X ,2- & ) A
Juga didefinisikan sistem kesalahan sebagai berikut :

de= [3 %} Be= E} c-|c ¢| pe=|p D

1. (Ae,Be,Ce) memenuhi
AePe+Pede’+BeBe'=0 , Ae'Qe+Qede+Ce’ Ce=0

Dengan :
5 0 1 5 0 -E
Pe= |0 o, 0 Qe=| 0 o, 0 O
I 0 ZXE -E 0 XE

PeQe= &l
2. Definisikan

g(s)= Ce(sl-Ae)’ Be + De maka e(s)=¢ (-s)*= o)l
3. Jika 0(4)=0 maka

a.8(A)=0 B
b.8(2 )=0 maka In A =In(Z /E)

c. Jika P>0, Q>0 maka orde dari bagian stabil dari realisasi (Z, E , E )=r (2 E)
d. Jika salah sati dari :
o X ,E>0, atau

o X ,E<0, maka(g, E s E ) adalah realisasi minimal
Lemma 1. Diberikan Fungsi alih G(s) € R H , dengan nilai singular o;, 05, ..., 6, ,0,.,,0, dengan 6,>,0;,
>(),
i=12,.,n-1 maka V G As) stabil (r<n), ||G.(s ) - ,(s)HH > 04 -

Bukti : Mlsalkan(A B C' )reahsa51 minimal dari G A(s)dan (4e,Be,Ce)adalah realisasi dari(G,(s)- ,.(s))
Misalkan pula Pe=Pe’ dan Qe=Qe’ , P>0 A> ( yang memenuhi :
AePe+Pede’™+BeBe'=0 , Ae'Qe+Qede+Ce’ Ce=0
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Selanjutnya tulis :

Pe— P, P, Qe- O, 0On
P P, ’ QT12 0,

Matriks P dapat difaktorkan memjadi P=MM"
M, M,

Dimana M=
0 M,

} , Dengan My,=P5,"? , M22=P,P,, "

M11M11T: Py - M12M12T

||Gn(s) - Gi(5)| |2H = )'max (PQ) = lmax (MMTQ): /lmax (MTQM

M
> e (M0 O]Q{ O“}HM (M,701,M,)

= Amax (Q111/£\411M11;)2: imaf (Q11(P111-/§/112M12T))
= Imax (Q°P1Q117)-XX'), X=0,;,""M,,

Z 62r+1 (G(S))
Dimana M, ITQI 1M; ;>0 adalah sub matriks dari MTQMEO
Teorema 2. Diberikan G(s)€ R H  berorde n, maka :
0,41(G(s))= inf [|G(Giw)- 5 (Gw)-F(jw)||, orde dari G < r
FG(s)€ RH,,
Dalam kasus norm Hankel Optimal yang dicari adalah G ()€ R H 3 ||G,(s)- G (5)||= 0,+1(G(s))
Hal ini disebut kasus optimal karena o,.; adalah batas bawah dari kesalahan reduksi dengan OHNA.
Adapun syarat perlu dan cukup agar G ,(s) pendekatan optimal Hankel untuk satu kelas diberikan pada
teorema berikut :

Teorema 3. Diberikan fungsi alih G,(s)=C(sl-4)'B, G,(s) € RH »- Jika G,(s) mempunyai nilai singular

Hankel
01> 02..> 0,> 0p11= . = Opi2 o= Opim+1” Opim+1>...> 0,>0, maka G(s) (berorde r)adalah pendekatan

norm Hankel optimal untuk G(s) jika dan hanya jika F(s) € RH  (dapat dipilih orde dari F(s)<n+r-
Doeis) = G(s)- 6 (s)-F(s) yang memenuhi :

e(s)=e*(-s)= 0" il , dengan ¢(s)= Ce(sl-Ae)” Be + De
Bukti : [|G(jw)- G (wW)-F(w)llx > 1|G(s)- G (5)|ln > 0,+1(G(s))-

Karena &(s)= ¢ (-s)*= o°,. I dari persamaan diatas diperoleh ||G(s ) - 5 )Ny =041
Jadi G(s) adalah pendekatan optimal norm hankel dari G(s).

Misalkan 5 (s) berorde k adalah optimal norm hankel dari G(s), sehingga ||G(s ) - 5 S)lg = v+
Teorema 1 dapat diaplikasikan pada (G(s ) - G (s)) untuk menghasilkan pendekatan optimal anticausal
F(s) ,sehingga (G(s )- G (s)-F(s))/ 6,+,(G) adalah allpass karena o,,,(G)= o, (G— G ). Selanjutnya orde

dari F(s)ini adalah orde dari (G(s ) - G (s)) dikurangi multiplisitas dari ,;(G(s )- G (s))
Jadi orde dari F(s)<n+r-1

Pada pendekatan norm hankel optimal 5 (s) dapat dikonstruksi sebagi berikut :
Misalkan (4,B,C,D) realisasi setimbang yang berkorespondensi dengan :

X =diagonal (6,05,..., 0. Crimri.. On Opii. Omm), dan (A, B,C, D) maka:
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G (s)+F(s)= D+ C (sI- A" B,

Dengan 5 (s) € RH_ dan F(s) € RH Jadi 6 (s) adalah stabil asimtotik, sedangkan F(s) adalah
antistabil, yaitu fungsi dengan semua pole di setengah bidang buka bagian kanan.

KESALAHAN REDUKSI

Didefinisikan sistem kesalahan sebagai berikut :

de= [3 %} Be= E} ce-|c ¢| pe=|p D

Mol (Ae,Be,Ce) memenuhi AePe+Pede’+BeBe'=0 , Ae'Qe+Qede+Ce’ Ce=0
Dengan :
2, 0 1 2, 0 -E
Pe= 0 o1 0 Qe=| 0 o, O
I 0 ZxzE -E 0 ZXE
PeQe= oj,.+ 1a

Lemma 1. Diberikan fungsi alih G(s) € R H _ dengan nilai singular
Gl O3y oy Opy Oripy ... Oy dengan 62> 6,,>0, i=1,2,...,n-1 maka V G .(s) stabil(r<n),

[1Ga(s) - Gr(S)\ ln> 0044

Bukt i: Misalkan (Z , E , E ) Realisasi minimal dari 5 +(s), dan (de,Be,Ce) adalah realisasi dari
(Gu(s) - G ,(s)). Misalkan pula Pe=Pe” dan Qe=Qe’ , P>0, A> 0 Yang memenuhi :

AePe+PeAe+BeBe'=0,
Ae"Qe+Qede+Ce’ Ce=0.

Dan kesalahan reduksi dari metode OHNA ini jika nilai singular Hankel yang lebih kecil dari o, berbeda

s€mua, maka : ||G,1(S) - G r(s)”mﬁ O-r'+1,4., Oy,

PENUTUP

Dalam makalah ini telah dibahas pendekatan Norm Hankel Optimal untuk mereduksi orde plant.
Plant tereduksi yang diperoleh dengan pendekatan tersebut menyertakan sifat-sifat plant semula. Batas atas
terkecil dari kesalahan reduksi adalah jumlah dari sisa nilai singular Hankel yang tereduksi.
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