WEAK CORING
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Let A be a ring with unit. An (A, A)- non-unital bimodule C is called weak coring

provided it has a weak comultiplication A and a weak counit £. As a generalization of coring
and coaljabar, weak coring would have some properties like coring and coalgebra. For any
coassociative weak A-koring C, linear maps from C to A have ring (dual) structure. In the

other hand, it is interesting that from any weak coring we can construct a coring. In this paper
will be discussed about weak coring and some properties of weak coring.
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PENDAHULUAN

Penelitian tentang aljabar dan koaljabar dimulai pada tahun 1960-an oleh Sweedler.
Sweedler menyatakan bahwa setiap ruang vektor C atas lapangan F yang dilengkapi
komultiplikasi A:C—-C®, C dan kounit £:C — F disebut sebagai F -koaljabar.
Kemudian karena sifat lapangan yang dipandang terlalu kuat, didefinisikan kolaljabar atas
ring komutatif R. Setiap R -modul C dengan komultiplikasi A:C — C®, C dan kounit
£:C — R disebut R -koaljabar.

Koring yang dikenalkan pada tahun 1970-an adalah perumuman dari koaljabar yaitu
dengan mengganti ring komutatifnya menjadi sebarang ring A. (A, A)-bimodul unital yang

dilengkapi dengan komultiplikasi A:C — C®, C dan kounit £:C — A disebut koring.

Diberikan ring A dengan elemen satuan 1. Grup Abel C yang memenuhi semua
aksioma untuk menjadi bimodul unital kecuali aksioma unit yaitu (3ce C)lc #¢ atau cl# ¢
disebut sebagai bimodul non-unital. Hal inilah yang menjadi latar belakang munculnya suatu

struktur baru yang disebut koring lemah. Untuk mendapatkan gambaran lebih jelas tentang
koaljabar dan struktur lainnya perhatikan bagan berikut :
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Ruang Vektor C atas Lapangan F
dineroleh F-koaliabar
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R-modul C atas ring komutatif R
diperoleh R-koaljabar
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(A,A)-bimodul C atas ring A
diperoleh A-koring
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(A,A) bimodul non-unital C atas ring A
diperoleh A-koring Lemah

Bagan 1. Koaljabar, Koring dan Koring lemah

KORING LEMAH

Koring lemah adalah sebuah struktur seperti koring tetapi himpunan dasar
pembentuknya adalah modul non-unital. Secara keseluruhan pembahasan tentang koring
lemah ini diangkat berdasarkan tulisan Wisbauer (2001). Pada tulisan ini A diasumsikan
sebagai ring (tak harus komutatif) dengan elemen satuan 1, kecuali jika ada keterangan lebih
lanjut.

Definisi 1 Diberikan (A, A) -bimodul non-unital C.
(i). Pemetaan (A,A) -bilinear A:C>C®,A®,C dengan definisi
(Vee C)A(c) =D c, ®1®c, disebut komultiplikasi lemah.

(ii). Pemetaan (A, A)-bilinear €:C — A disebut kounit lemah untuk A jika diagram berikut

komutatif
C

y&

C®,A®,C 1®-®1 C®,A®,C

AC C ICA ®§

Bagan 2

Bagan 2 komutatif artinya (/. ®¢€)cA=1®0-®1=(e®1,.)cA, yaitu (VceC)

2.(ey)e, =1e1=3 cig(c,).



Definisi 2 Setiap (A, A)-bimodul non-unital C yang dilengkapi dengan komultiplikasi lemah
A dan kounit lemah € disebut A-koring lemah.

Koring lemah atas A merupakan perumuman dari koring. Jika pada koring C
mempunyai struktur sebagai (A, A)-bimodul unital, maka pada koring lemah struktur C

adalah (A, A)-bimodul non-unital. Selanjutnya A -koring lemah C dengan komultiplikasi

lemah A dan kounit lemah & dinotasikan dengan (C,A,€).

Definisi 3. Komultiplikasi lemah A:C - C®, A®, C dikatakan koasosiatif jika diagram
berikut komutatif.

c A , C® A®,C
A l I.®I, ®A
A®I, ®I,
C®, A®,C > C® ,A®,C®, A®, C.
Bagan 3

Bagan 3 komutatif artinya (A® 1, ®1.)cA=(I.®1, ®A)oA.
Artinya (Vce C) (A®I,®1.)°A(c)=(1.®1,®A)°A(c)
S (AR ®I)(D e, ®1®c,)=(I.®1,®4)(D ¢, ®1®¢,)

‘:’Zé(cl)®1®10(cz)ZZIC(C1)®1®A(C2)
(:)Zé(cl)(@l@c; :ch ®1®é(c;)
<:>Z:cll ®1®clg ®1®c2 =ch ®1®cgl ®1®c2

Definisi 4 Setiap A -koring lemah (C,A,€) disebut A-koring lemah koasosiatif jika A

koasosiatif.

Definisi 5 Diberikan A -koring lemah (C,A,€). Jika C merupakan (A, A) -bimodul yang
unital kanan atau kiri, maka C disebut sebagai pre-koring sedangkan koring lemah C yang
mempunyai struktur sebagai (A, A)-bimodul unital disebut sebagai A -koring.

Definisi 5 mengatakan bahwa setiap koring pasti merupakan sebuah koring lemah.
Sebaliknya, sebuah A -koring lemah dapat menjadi A -koring asalkan C mempunyai struktur

sebagai (A, A)-bimodul unital.

Contoh 6 Contoh trivial koring lemah adalah ring A sendiri yang dipandang sebagai (A, A)-
bimodul unital. Dengan komultiplikasi lemah A:A>AR, A®, A,



(Vae A)A(a)=a®1®a dan kounit lemah £:4— A, (Vae A)e(a)=1, maka (A,A,¢g)
merupakan A -koring lemah.

Contoh 7 Diberikan (A, A)-bimodul unital M dan (AxA)-bimodul non-unital M dengan
definisi aksinya (Vme M, (a,b)e AxA) m(a,b)=ma+mbdan (a,b)m=am+bm. Dengan
komultiplikasi lemah A:M > M ®, AXA®, M, (VmeM)A(m)=m®(1,1)®m dan

kounit lemah £:M — AxA, (Vme M)g(m)=(11), maka (M,A, &) merupakan AXA -

koring lemah koasosiatif.
Bukti:
Ambil sebarang me M, dari definisi aksi AXA di M diperoleh

(i). pemetaan £: M — AX A kounit lemah sebab
(I ® )0 A(m) = (I, ® ) (m®(11) ® ) = m(1,1) & (m)
=(m+m)(1,1)=m+m+m+m,
(§®IMA><A)Oé(m):(§®1MA><A)(m®(1’1)®m):g(m)m(l’l)
(m+m)=m+m+m+m
dan ((1,1)@—@(1,1))(m =(1,1)(m+m)=m+m+m+m.
Jadi (1, ®€)oA=(L1)®=®(L1)=(£® 1)y, ) oA
A

(i1). Komultiplikasi lemah A:M - M ®, (A,A)@AM koasosiatif, sebab untuk setiap

me M

(IM®AA><A ®é) OQ(m) = (IM®AA><A ®é)(m®(1’l) ®m)
=m®(L1)®(m®(L1)®m)
=(m®(L1)®m)®(L1)®m
=A®I, e, (M®(L1)®m)
:(é®1AxA®AM)°é(m)

Berdasarkan (i)-(ii) terbukti (M,A, £) adalah Ax A -koring lemah koasosiatif.o

Contoh 7 merupakan contoh koring yang diperoleh dari sebuah modul non-unital.
Dengan cara yang analog, secara umum untuk n€ N modul seperti pada Contoh 7 dapat

dipandang sebagai A" -koring lemah koasosiatif. Berdasarkan Contoh 7, berikut diberikan
contoh koring lemah dari himpunan yang sudah sering dikenal.

Contoh 8 Diberikan ring R. Terhadap aksi kiri seperti pada Contoh 7, maka ruang vektor

— X
R’ {( j|x,ye R} adalah R* -bimodul non-unital. Didefinisikan komultiplikasi lemah
Yy

™2 2 2 ™2 Xl =2 X X X )
AR SR ®,R*®,, R, [V( ]ER jé(( B:( J@(l 1)®( ] dan kounit lemah
y y y y



y y

adalah R?-koring lemah koasosiatif. Secara umum diperoleh bahwa ruang vektor R" adalah
R" -koring lemah koasosiatif.

T2 2 X 32 X . . =,
&R >RV |eR’ e =(1,1). Dengan bukti seperti pada Contoh 7, maka R

Pada dasarnya yang membedakan koring dan koring lemah hanya pada struktur dasar
pembentuknya saja. Untuk itu, proposisi dan teorema berikut memberikan gambaran yang
lebih jelas tentang kedua struktur tersebut.

Proposisi 9 Jika (C,A,€) adalah A -koring lemah, maka

(1). (CA,A,g) merupakan A -pre-koring

(2). (AC,A,g) merupakan A -pre-koring

(3). (ACA,A, €) merupakan A -koring.

Bukti:

Diketahui (C,A, €) adalah A -koring lemah.

(1). Modul CA adalah A-modul kanan unital terhadap aksi kanan ¢, : CAXA — CA, sebab
untuk setiap cae CA diperoleh (ca).1=c(al) = ca. Didefinisikan komultiplikasi lemah dan
kounit lemah di CA yaitu A, :CA—CA®, A®, CA dan g :CA— A. Sebagai A -modul
kanan CAc C, maka komultiplikasi lemah dan kounit lemahnya akan menjadi
A=A:C—>C®, A®,C dan g =¢£:C— A Jadi (CA,A, ¢€) adalah A-koring lemah yang
unital kanan atau pre-coring.

(2). Bukti analog dengan (1).

(3). Dengan cara seperti pada bagian (1), modul ACA adalah modul yang unital kiri sekaligus
kanan. Dengan komultiplikasi dan kounit lemah yang sama dengan A dan &, maka ACA

merupakan koring lemah. Akibatnya karena sifat unital kanan dan kiri dari ACA, maka
terbukti ACA merupakan koring. O

Proposisi 9 menjelaskan bahwa setiap koring lemah dapat membangkitkan sebuah
koring yang baru dengan cara mengaitkanya dengan ring dasar pembentuk modulnya. Hal ini
bisa diperoleh sebab pada awal pembahasan telah diterangkan bahwa ring yang kita gunakan
diasumsikan sebagai ring dengan unit yang sekaligus dapat dipandang sebagai modul atas
dirinya sendiri.

Pada A -koring lemah himpunan homomorfisma A -modul kanan ( A -linear kanan)
f:C—A  dinotasikan  dengan  C":=Hom,(C,A)=Hom,(CA,A).  Himpunan
homomorfisma A -modul kiri f:C—oA dinotasikan dengan
‘C:= ,Hom(C,A)=, Hom(AC,A) dan 'C"=C"n"C. Himpunan C","C, dan "C" disebut

sebagai dual dari C. Struktur dari dual C ini dijelaskan dalam teorema berikut.

Teorema 10 Jika (C,A,€) adalah A -koring lemah koasosiatif, maka
(1). C* adalah ring asosiatif terhadap operasi *, dengan definisi untuk setiap f,ge C",



f* 8=fc(g®l,.)°A dan & adalah idempoten sentralnya,

(2). “C adalah ring asosiatif terhadap operasi *, dengan definisi untuk setiap f,ge "C,
f*8=g°(I,,®f)oA dan g adalah idempoten sentralnya,

(3). *C" adalah ring asosiatif terhadap operasi * dengan definisi untuk setiap f,ge “C",
fxg=(g®I1,®f)oA dan € adalah unit di "C".

Bukti:

Struktur C dan A sebagai grup Abel menyebabkan C*:=Hom,(C,A) dan

‘C:= ,Hom(C,A) adalah grup Abel terhadap operasi penjumlahan fungsi.
(1). Ditunjukkan C” ring asosiatif terhadap operasi *, dengan definisi seperti pada ketentuan.
Operasi *_ tersebut dapat digambarkan pada skema berikut
f# 8 C—25CA®, C—2c 5A®, C=AC—L> A
Ambil sebarang f,g,he C" dan ce C,
). (C*,*r) tertutup sebab

[ g(c)=rfo(g®1,)°A(c)
=fo(g®1,.)(Dlc, ®1®c,)
=f(Xs(er)e)
:Zf(g(ﬁ)cz)e A,

jadi f* geC’
(ii). (C*,*r) well defined, sebab jika diambil sebarang f,=f,, g =g,€ C"  diperoleh

Zfl(gl(cl)cg)ZZfz(gz (Cl)cg)c} i %, gl(c):fz *, gz(C).

(iif). (C",*,) asosiatif sebab
(f# )% h(e)=2(f* g)(h(c)e,)
—Zf (8®1,c)e é((h(cl) z))
=2/ e(8®1,c)(h(c)Ale,))
=22 o(g®1c)(hle,)(
XX ((e(r(e)en)ea)
=227 ((s(ne az)c)

c ®1®cgg))

21

karena A koassosiatif

)
)



=f* (g% h)(c)
@iv). (C L+, *r) memenuhi hukum distributif kiri dan kanan, sebab
(f+8)% h(c)=2f+g(h(c,)e,)
=Zf( (‘l)cz)Jrzg(h(Cl)Cz)
—(f*h+g*’0()
g+h )

>

:Zf( (c1))es)
(e
((c

S (g+h)(c)=

:Zf glc c2+hc)c ))

:Zf g\¢ ) (h(cl)cz)
=(f*, g+f*,h)( )

Dari (i)-(iv) terbukti C* ring asosiatif,

(v). €€ C” idempoten sentral, sebab

%, f(C)=Z§(f(‘l)cz)

dan g*r§(c)=2§(§(cl)cz):§(2§(cl)c;):§(lcl):1§(C)l:§(c).

(2). Ditunjukkan “C ring asosiatif terhadap operasi *, dengan definisi seperti pada ketentuan.
Hal ini dapat digambarkan dalam bagan berikut.
f*g:C—25C®, AC—22L 5C®, A=CA——> A
Ambil sebarang f,g,he” C dan ce C
). (* C,x, ) tertutup sebab



[ g(C) °(Iey ® f)°4(c)
(I, ®f)(Dc, ®1®,)
‘g(zc £ 2))
=2g(ef(e))ea
jadi f* ge C”
(i1). (*C ,*,) well defined, sebab jika diambil sebarang f,=f,, g =g ,€ C diperoleh
> g (clf1 (Cg)) =g (clf2 (Cz)) & fi% g,(c)=f,*% g,(c). Dengan definisi pemetaan
seperti diatas dan dengan cara yang analog terbukti (*C ,+,*l) ring asosiatif

(3). Ditunjukkan ‘C*=C"N"C ring asosiatif terhadap operasi *. Definisi perkalian

konvolusinya dapat digambarkan dalam bagan berikut:
frg:C—25C®, A®, C—22LBL 5 A

Untuk menunjukkan “C” ring asosiatif maka cukup ditunjukkan operasi * tertutup sebab

aksioma ringnya diwariskan dari C* dan "C. Ambil sebarang f,ge 'C" dan ceC

diperoleh

frg(c)=(2®1,®f)oA(c)
=(g®1,®f)(Dlc, ®1®¢,)

=2.8(c)f(c;)e A

Selanjutnya £ merupakan unit di ‘C* sebab

exf(c)=2(c,)f(c)
:Zf(§(cl)cz)
=> f(lc1)
=f(c)

fre(c)=2f(c)e(e,)
—Zf( lﬁ( ;))
:Zf
=f(C).EI

Himpunan pemetaan dari setiap A -koring lemah koasosiatif C ke A mempunyai
struktur sebagai ring dan disebut juga sebagai ring dual. Untuk setiap A -koring lemah

koasosiatif C dapat dibentuk sebuah struktur baru yaitu ring dual asosiatif C*, *C dan “C".



KESIMPULAN

Koring lemah merupakan perumuman dari koaljabar dan koring. Sebuah bimodul non-
unital atas ring dengan elemen satuan yang dilengkapi dengan komultiplikasi lemah dan
kounit lemah disebut sebagai koring lemah. Jika himpunan dasar yang membentuknya adalah
bimodul unital, maka strukturnya disebut sebagai koring. Sedangkan koaljabar merupakan
koring atas ring komutatif. Sebagai perumuman dari koring, sifat-sifat pada koring lemah
selalu dipenuhi oleh koring dan koaljabar. Sebaliknya butuh suatu kondisi tertentu agar sifat
pada koring dapat dipenuhi juga oleh koring lemah.

Jika ditinjau lebih jauh, perbedaan antara koring dan koring lemah sebenarnya hanya
pada struktur dasar pembentuknya. Mengingat struktur dasar pada A -koring lemah adalah
bimodul non-unital, maka definisi komultiplikasinya sedikit berbeda dengan koring. Untuk
setiap A -koring lemah C dapat dikonstruksikan suatu koring yaitu ACA. Sebuah sifat yang
menarik bahwa pada koring himpunan semua pemetaan dari A -koring C ke ring A akan
membentuk sebuah struktur ring (dual ring), sifat ini masih dapat dipertahankan pada A -
koring lemah C dengan definisi perkalian yang sedikit berbeda.

Pada makalah ini diperoleh sebuah kesimpulan penting bahwa sifat non-unital pada
sebuah modul tidak menghalangi pembentukan struktur baru yang menyerupai koring.
Struktur ini disebut sebagai koring lemah. Dalam kondisi tertentu struktur ini masih dapat
mempertahankan sifat pada koring.

SARAN

Makalah ini merupakan sebagian dari Tesis dengan judul Koring Lemah. Pada Tesis
banyak hal yang dapat dipelajari dan dikembangkan berkaitan dengan koring lemah seperti
bimodul lemah atas koring lemah dan sifat lain dari koring yang masih dipertahankan oleh
koring lemah.

Selain itu, pengkajian tentang koring lemah masih dapat dikembangkan, misalnya
tentang bikomodul lemah. Seperti pada saat mempelajari koring, di koring lemah juga dapat
dibentuk sebuah komodul lemah atas koring lemah melalui sebuah aksi. Selanjutnya, jika M
adalah C-komodul lemah kiri sekaligus D -komodul lemah kanan, maka M dapat menjadi

(C,D)-bikomodul lemah. Penulis berharap semoga hal-hal yang belum berhasil diungkapkan

secara terstruktur dan sistematis dapat dilengkapi dan dikembangkan oleh rekan-rekan yang
tertarik dalam mempelajari struktur koring dan komodul.
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