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Abstract. This paper considers the mix-norm H 5! H » standard problem. Specifically an LQG

control design problem involving a constraint on H _ disturbance attenuation is addressed. It is

shown that the H,/H _ dynamic compensator gains are completely characterized via coupled

Riccati/Lyapunov equation. The principle result involves a sufficient condition for characterizing

full order guaranteeing closed loop stability, a constrained H  disturbance attenuation and an

optimized H, performance bound.
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1. PENDAHULUAN

Sistem kontrol berumpan balik
(feedback control sistem) adalah sistem
kontrol yang menjaga hubungan antara
masukan dan keluaran dan membanding-
kannya dengan menggunakan selisihnya
sebagai alat pengontrolan. Sedangkan
sistem kotrol lup tertutup merupakan sis-
tem kontrol yang sinyal keluarannya ber-
pengaruh langsung pada aksi pengontrolan.
Jadi sistem kontrol lup tertutup termasuk
sistem kontrol berumpan balik. Dalam
sistem kontrol lup tertutup, fungsi pengon-
trol sangatlah penting untuk memperkecil
kesalahan dan membuat agar keluaran sis-
tem mendekati harga yang diinginkan.

Salah satu cara untuk mencari pe-
ngontrol adalah dengan teori kontrol
campuran H,/H_. Latar belakang yang
mendasari kontrol campuran H,/H _, ada-
lah adanya dua persoalan utama dalam
desain sistem kontrol. Pertama optimisasi
performansi yang diinginkan. Kedua, pen-
ting untuk disadari bahwa model selalu
menyatakan suatu nominal sistem se-
mentara sistem yang sebenarnya merupa-
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closed loop stability, H

disturbance attenuation, an

e}

kan subyek ketidakpastian. Untuk keperlu-
an itulah, kedua aspek ini harus diako-
modasi dalam desain sistem kontrol yang
sama yaitu sistem kontrol campuran
H,/H_, yang terdiri dari optimasi norma

H, dari suatu fungsi alih lup tertutup,
sementara norm norma H_ dari fungsi alih

yang lain dipaksa untuk kurang dari suatu
konstanta yang telah ditentukan. Situasi
tersebut dapat digambarkan seperti Gam-
bar 1.

2
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Gambar 1. Desain kontrol campuran
H,/H,

Dimana ». adalah sistem time invariant
dan 2. merupakan pengontrolnya. Masa-
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adalah

mencari pengontrol Y. sedemikian se-

lah optimal campuran H,/H

hingga untuk

min{T,,| [T, <7]

y>0

2. PERMASALAHAN

Misalkan diketahui plant P(S) order
n yang stabilizable dan detectable, dengan
model dinamik sebagai berikut.

X(t) = AX(t) + Bu(t) + D,w(t) )
y(t) = Cx(t) + Du(t) + D,w(t). 1)

Masalah teori kontrol LQG dengan
kendala H_ adalah menentukan pengon-
trol order n
(0= AX (1) + B.y(D),
u(t) = Cox. (1),
yang memenuhi syarat:
i. Sistem lup tertutup dari model (2.1)
dinamik stabil asimtotik.
ii. fungsi alih nonstrictly proper q_ xd
H(s)=E, (sl,-A)'D+E,
dari w(t) ke
memenuhi kendala
||H (s)||w <y,y>0.
iii. Performansifungsional
J(Ag,Bq,Co) = lim ET (R (1)
t—>w©

+2xT (ORpU) +u’ (t)Rzu(t)}
adalah minimal.

3. PENENTUAN SUATU
PENGONTROL DENGAN INDEKS
PERFORMANSI BERUPA NORMA
CAMPURAN H, DAN H

3.1. Teori Kontrol LQG dengan

kendala Pelemahan Gangguan H

Dalam sub bab ini dibahas teori
kontrol LQG dengan kendala pelemahan
gangguan H . Tanpa criteria performansi

H,, masalah yang dibahas di sini adalah

masalah kontrol baku H  [3,4,5]. Keselu-

z

z

ruhan tulisan ini membahas pengontrol
berdimensi n dan lup tertutup berdimensi
n=2n.

Perhatikan blok diagram masalah baku

campuran H,/H_ seperti Gambar 2
berikut.
P<—1 A |D, B w
- — E, [0 E, D
. Eloo Eoo E2oo | 4
C | D,
A | B
C.|0

Gambar 2. Lup Tertutup masalah baku
norma campuran H,/H

Misalkan diketahui plant P(S) order n
yang stabilizable dan detectable dengan
model dinamik sebagai berikut.
X(t) = Ax(t) + Bu(t) + D,w(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t) + D,w(t),
dimana:

W : input sebagai disturbance.
u :input dari pengontrol.

Z, :output dari plant untuk kasus H,.

3.1)
(3.2)

z,, : output dari plant untuk kasus H_ .

y :input pengontrol/output yang terukur.
Permasalahan teori kontrol LQG dengan
kendala H_ adalah menentukan pengonrol
order n:

X, (1) = AX: (D) + By (1),
u(t) = C.x.(t),

=B,
C.|lo

yang memenuhi syarat:

i. sistem lup tertutup dari model (2.1)
dinamik stabil asimtotik. (3.9)

ii. fungsi alih nonstrictly proper q_ xd

H(s)=E, (sl, —A)'D+E,

(3.3)
(3.4)
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dari w(t) ke
z,(0)=E x(®)+E,u®)+E, w(t)
memenuhi kendala ||H (S)||w <y,y>0.

(3.6)
iii. performansi fungsional

J(Ag.B5.Co) = lim ERT ORx()

+2xT (Ru(t) +u’ (t)Rzu(t)}

adalah minimal. 3.7
Sebelum menemukan pengontrol yang
memenuhi syarat (3.5)-(3.7), dibahas ter-

lebih dulu beberapa hal sebagai berikut.
Substitusikan (3.4) ke (3.1) dan (3.2)
dihasilkan persamaan:

X(t) = AX(t) + Dw(t)
y(t) = CX(t) + D,w(t)

Kemudian performansi fungsional (3.7)
menjadi

J(A,,B,,C,)=trQR, (3.9)
dengan Q = lim E[xx™ @), (3.10)
memenuhi persamaan aljabar Lyapunov
Axn

AQ+QA+V =0. (3.11)
Fungsi alih lup tertutp dari w(t) ke
Z,(t) = E,x(t) + E,u(t) adalah:

(3.8)

H(s) = 2(()) El,—A)"'D.  (3.12)

Menurut [8], pengontrol (3.3) dan (3.4)
admissible (diperkenankan) di H, se-
hingga

J(A.B..Co=|A) - (3.13)

Dari uraian di atas ternyata performansi
fungsional (3.7) identik dengan fungsi alih
dari w(t) ke z,(t), sehingga masalah

kontrol LQG dengan kendala H_ identik

dengan masalah campuran H,/H_. Arti-
nya, ketika meminumkan performansi
(3.7) sama dengan meminimmkan fungsi
alih (3.12)
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Langkah pertama untuk menyelesaikan
masalah kontrol LQG dengan kendala H
adalah melemahkan gangguan H .

Pelemahan gangguan H_ (H_ disturban-
ce attenuation) ini dilakukan dengan
mengganti persamaan aljabar Liapunov

dengan persamaan aljabar Riccati, seperti
dinyatakan dalam Lemma 1.

0

Lemma 1. Misalkan diberikan
(A.,B,.C dan asumsikan terdapat

0 e iR”x” yang memenuhi € € N" dan

Ao+6AT +y2OET +EI M IDE! +EIHNT +V =0

(3.14)
dengan N" adalah matriks simetris A x iV
yang definit non negative.

Maka (A,D) stabilizable jika dan hanya

jika A stabil asimtotik.
Dalam kasus ini

[H(s)| <7 dan Q <0.(3.15) (3 16)

Sehingga J(A,,B,,C,) =3(A,,B,.,C
(3.17)

dimana 3(A_,B,,C,,0) =tréR.  (3.18)

Bukti.
(=) Dari sistem lup tertutup (3.1)-(3.4)

diketahui bahwa (A, D) stabilizable dan
(A,C) detectable. Hal ini mengakibatkan

A stabil asimtotik.
(<) Karena A stabil asimtotik, maka

(ﬂ, D,C, D,) stabil asimtotik. Sehingga
(A,D) stabilizable. Untuk membuktikan
(3.15), vV diganti dengan DD" dimana

\7 — V1 VlchT 5 _ D1
BCV]; BCVZ B;— , Bc D2 ,

vV,=DD/,V,=D,D], V,=DD,, dan
mengurangi serta menambahkan jol 0
ke (3.14)
DD" =(-A+ jed,)0
+O—A— jad ) -y (DB}, + )M (DES, +Ey) .
(3.19)

sehingga menjadi
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Mengalikan kedua ruas (3.19) dengan
E. (jol, —A)" dari  kiri  dan
(jol, — ;\)’1 E; dari kanan diperoleh:
E(jad—-A)DD' (joly—A) T ES,
=EAjdq -~ E,+E(jalg -A " ES

~y2E,(jolz — A)'(DEL + €)M ' (DE] + 6EL)" (joly - A TEL

(3.20)
Kemudian dengan menjumlahkan kedua
ruas (3.20) dengan

E.(jol,—A)'DE!l +E D" (jol, —A)TEl +E_E!

diperoleh
Untuk memenuhi syarat ketiga dari
masalah kendali LQG dengan kendala H

[Sol

yaitu meminimalkan performansi fungsi-
onal J(A,,B,,C,), akan dibahas terlebih

dahulu Lemma 2 berikut, yang menjamin
eksistensi solusi tunggal yang definit non
negative untuk (3.14) jika (3.15) terpenuhi.

c?

Lemma 2. Misal diberikan (A,,B,,C,),

dan A adalah stabil asimtotik dan asumsi-
kan pelemahan gangguan (3.15) dipenuhi.
Maka terdapat solusi tunggal 6 yang
definit non negative yang memenubhi (3.14)

E.(jol, —A)"'DD" (jol . —A)TE! +E,_(jol, —A)'DE! +E_D"(jol, —A)TE! +E_E]
—E,(jol, - A)'[DET +6ET |+ [DET + 67 [ (jol, - Ay TET +E,E]
~yE,(jol, - A)(DE] +¢E])M " (DE] +¢E])" (jol , —A) T E]

Sementara ruas kiri dan ruas kanan dari
(3.21)  Dberturut-turut sama  dengan

H(jo)H (jo) dan

S+S —ySMTIST + % (1, - M),
dimana

S=E,(jol, - 'E‘)fl[SE; +9§OTO] dan

M = |qoo —y‘zEwE;.

Sehingga (3.21) menjadi

H(joH * (jo) = —[(;M 5ism %fyfISM%ﬂ

+74, >0

Qo =

Untuk membuktikan (3.16) kurangkan
(3.11) ke (3.14), diperoleh:

AB-Q)+(O-QAT
+y2OE + &M YDOE! + €I =0

Karena A stabil asimtotik, hal ini ekivalen
dengan 6 —Q >0, sehingga
J(A,,B,,C,)<3(A,.B,.C..0).

Jadi terbukti 3(A,,B,,C.,0)=tr(R. m

c?

(3.21)
Lemma 1 menunjukkan bahwa pelemahan
ganguan H_ dengan sendirinya menguat
ketika solusi definit untuk (3.14) ada

dan A stabil asimtotik. Hal ini berarti
bahwa syarat pertama dan kedua telah
dipenuhi.

Sedemikian  sehingga  nilai  eigen
A+y?DEIMTE, +y2EIM'E,
berada di bagian real sebelah kiri.

Bukti.
Bentuk (3.14) ekivalen dengan

~ ~ ~ ~ ~ ~ \T
(A+y‘2DEOTOM ‘IEOO)H+9(A+7‘2DEOTOM ‘le)
+y2EIMTEl0+DN'DT

Misalkan & adalah solus yang definit
nonnegative, menurut [2, Teorema 23-3]

dengan AT = A+ a ISEOTC M~ Ew dan
-KBB" =y2E'M 'E_6.Akan
dibuktikan

ReA(A -BB'K)=Rel(A-BB'K)" <0.
Misalkan terdapat 6, dan 6, dengan
0, # 0, sedemikian sehingga
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A+y?2DEIM™E,_+y2EIM'E_ 6, dan
A+y?DEIME, +yE]M'E_6,
memiliki nilai eigen di sebelah kiri sumbu
imajiner, sehingga menurut [2, Teorema
23-2] solusi dari
x(t)=A+y2DEIMIE,
+y2EIMTIE 6,,i=12
dengan X(0) =X,
t—> .

Menurut [2,Teorema 22-2 dan Lemma 21-

1],
t e
j(uT (o) (o) +x" (c)DN DT X(O'))da
0

mendekati nol untuk

t 2
= xT (0)0x(0)—x" ®)Fyx(t)+ [Jut)+ BT elx(t)u dt
0

t 2
=X (0)02%(0)- x| ()0 x(1)+ [ut)+ BT 91x(t)H dt

0

Karena 6, #6, dan keduanya simetris
sehingga terdapat X, sedemikian sehingga

T T
Xo 0%, = X, 0,%,.

Misalkan X; 0%, > X 6,%, dan
ut)=-B"E,x(t). Untuk t—> o,
dihasilkan

X! 0,%, = X! 0, + T“BT 6, - 0,)xt) dt.
0

Kontradiksi X; 0%, = X 6,%,.
Sehingga pengandaian salah.

Jadi terdapat dengan tunggal & yang
definit non negatif yang memenuhi (3.14)
sedemikian sehingga nilai eigen
A+y?2DEIMTE,+,2EM'E,
berada di bagian real sebelah kiri. =

dengan

Dari Lemma 1 dan Lemma 2, diketahui
bahwa penggantian (3.11) dengan (3.14)
membuktikan kestabilan lup tertutup,
pengurangan/pelemahan gangguan H_,
dan batas atas untuk criteria performansi
H,. Artinya, misalkan diberikan

pengontrol (A,,B;,C.) dimana terdapat
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solusi definit non negative untuk (3.15),
criteria performansi J(A,,B,,C.) dari

pengontrol dljamm tidak lebih buruk dari
J(A,,B,.C Karena itu

J(A. B,

bagai alat bantu untuk mengarahkan pada
problem optimasi berikut ini, yaitu me-
nentukan (A,,B,,C_,0) yang meminimal-

kan J(A,,B,,C,,0) dengan kendala (3.14)

dimana @ e N".

. ,9) dapat diinterpretasikan se-

3.2. Syarat Cukup untuk Pelemahan
Gangguan H_

Dalam subbab ini akan dinyatakan
syarat cukup untuk karakterisasi pengontrol
order penuh yang menjamin kestabilan lup
tertutup, pelemahan gangguan H_ dan

batas atas untuk criteria performansi H, .

Untuk Q,P,Qe®R™ dan «,820
didefinisikan notasi

Q,=QC" +V,,,,

Pa E|:BT +772R),,,Df +7 0200(Q+Q)}P+RL

, Sz (a | +ﬂ2 'ZQP)f , dimana invers-
nya ada.

Remark 1. Misalkan (A,,B,,C
memenuhi masalah minimasi
J(A,,B,,C maka terdapat

Q,P, Q e ER”X” yang memenuhi

0= (A+7_2D1R01oob +Q(A+ 7 *DiRo1e0 )T

+72QR1Q + Vi — QaVa Qa
, (3.22)

0= (A— BR;'P,S + 7_2QlRloo ~Ry20 F%glpasJ
+ 7_2[D1R0100 ~ DR2:0R3 'PaS |0
n Q(A— BR;'P,S + ;/_2QlRloo ~ R0 Figlpasj
_ A \T
+y 2[D1R0100 = DlRozooRzlpaS])
+ 7_2Q(R1w - RIZOO F\A)Z_l PaS - s'P F\A)Z_l RirZoo

+p>sTPIRS! )Q+Qav 1o!
: (3.23)
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dengan
A, = A-BR;'P,5—Q,V,'C -Q,V,;;. DR;'P,S

) 51

+y (QRloo +DiRo10 = D1Rp2Ra "PaS
51 -1

—QRj250R2 'P3S —QaV2, DaRo1oo

+QaVas DyRoao RS ! Pas)
Bc = Qavzz’ Cc = _Iiglpas >
g:{QTQ Q}

Q Q

(3.24)-(3.27)
Lebih lanjut auxiliary cost diberikan
dengan

3(PerBq.Co.0) = tr|[Q + QR — 2R, R5'P,SO
+sTp) FigleFiz—lpasQ]
(3.28)
Sebaliknya jika tedapat Q,P,Q eN"
yang memenuhi (3.22, 3.23), maka
(A.,B,,C.,0) seperti (3.24-3.27) me-

menuhi (3.14) dengan auxiliary cost se-
perti (3.28).

Teorema 1. Misalkan terdapat
Q,P, (j eN" yang memenuhi (3.22,3.23)
dengan (A,,B,,C_,0) seperti (3.24-3.27).
Maka (A, D) stabilizable jika dan hanya
jika A stabil asimtotik. Dalam kasus ini,
fungsi alih lup tertutup H(S) memenuhi
kendala pelemahan gangguan
H, (”H (s)|| < 7), performansi
fungsional (3.7) memenubhi batas
J(A¢,B¢,Ce) = tr[(Q Jr(j)R1 ~2RpR; 1P, S0
+STR R 'R, F%glpasé]

dan

Bukti.

Bagian sebaliknya dari Remark 1 me-
nunjukkan bahwa € dari (3.32) memenuhi
(3.14) dengan auxiliary cost seperti (3.32).
Hal ini berarti menurut Lemma 1, ke-

stabilan (K, 5) ekivalen dengan kestabil-

an asimtotik dari A. Sehingga pelemahan

gangguan H_ terpenuhi dan performansi
fungsional (3.7) memenubhi batas
J(A¢.Be.Co) = tr@+ )Ry —2R;,R;'P,50
+STPy Ry'RyR;'P,SQ
[

4. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan, dapat
disimpulkan bahwa, syarat cukup untuk
mendesain pengontrol dengan kendala H

pada suatu fungsi alih lup tertutup terdiri
dari tiga persamaan aljabar Riccati yang

dimodifikasi dalam variable Q, P, (j .
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