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Abstract. Let Banach lattices E and F. Lattice homomorphism T : E — F is called lattice

embedding if there exists positive numbers m and n such that for all xeE implies m.|| X|| <

[ITCX)]|] =n.]] X]]. In others word, Banach lattice E is said to be lattice embeddable in F if there
exist closed subspace Fy < F such that F, and E are lattice isomorphic. As well known that dual

space of E is Levi-o, i.e. sup{in /n=1,2,..}in E* exist for every increasing bounded (in the

norm) sequences { Xn / n =1, 2,..} in E*. If sequences space ¢, is lattice embeddable in E* then
sequences space |, is lattice embeddable in E*, within E* is dual space of E. This theorem is
proven by Groenewegen in [4]. For Levi-o Banach lattice E, we proof that sequences space ¢, is
lattice embeddable in E if only if sequences space |, is lattice embeddable in E.
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1. PENDAHULUAN

Dalam tulisan ini, ruang vektor
yang dimaksud adalah ruang vektor atas
field R, dengan R menyatakan himpunan
bilangan real. Notasi < menyatakan urutan
parsial (partial ordering) pada himpunan
tak-kosong. Sedangkan vektor nol ditulis
dengan notasi 6.

Banach lattice E tersisip lattice di
dalam F jika terdapat homomorfisma lat-
tice T : E — F dan dua bilangan m, n >0
sedemikian hingga

m. x| < TOOI <n I x]]
untuk setiap x<E.

Untuk selanjutnya, Banach lattice F
memuat Banach lattice E selalu dimak-
sudkan bahwa E tersisip lattice ke dalam
F.

Sebagai contoh, Banach lattice 1., memuat
Banach lattice C[a, b]. Uraian contoh ini
dapat dilihat di dalam [1].

Syarat cukup dan perlu agar
Banach lattice E memuat ¢, atau I, telah
dibahas dalam [1] dan [5]. Sedangkan sya-
rat cukup dan perlu agar ruang Banach X
yang memuat co atau l., dibahas di dalam
[3]. Dalam [2], dibahas syarat perlu dan

cukup agar Banach lattice E memuat I
menggunakan ruang operator.

Diberikan Banach lattice E dan E* ruang
dualnya. Dalam [4], Banach lattice E*
memuat Co jika dan hanya jika E* memuat
l.. Ruang dual E* merupakan Banach
lattice yang mempunyai sifat Levi-c.
Dalam tulisan ini, dibuktikan bahwa
Banach lattice E memuat ¢y jika dan hanya
jika E memuat l., asalkan E mempunyai
sifat Levi-c.

2. BANACH LATTICE
Ruang vektor X yang dilengkapi
dengan urutan parsial < dinamakan ruang
Riesz atau ruang vektor lattice jika me-
menuhi syarat-syarat :
(). Xlattice,
(ii). untuk setiap a, b, ¢ di dalam X
dengan a<b berakibat a+c< b+c¢
(iii).untuk setiap bilangan positif o dan
setiap a di dalam X dengan a >0

berlaku o.a > 6.
Sifat-sifat ruang Riezs dibahas secara
mendalam di dalam [6]. Ruang Riezs ber-
norma adalah ruang Riezs E yang dileng-
kapi norma || || dan mempunyai sifat (i),
(i), (iii), dan
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(iv).untuk setiap x, y e E, dengan
sup{-x, x} = |x] < [x] = sup{-y,
y } berlaku [ x]| < [ly]l.

Jika setiap barisan Cauchy di dalam
ruang Riezs bernorma merupakan barisan
konvergen, maka E disebut Banach lattice.
Dengan kata lain, ruang Banach E di-
namakan Banach lattice jika E yang di-
lengkapi urutan parsial < memenuhi (i),
(i), (iii), dan (iv).

Untuk selanjutnya, notasi E dan F selalu
dimaksudkan sebagai Banach lattice,
kecuali ada penjelasan khusus.

Contoh-contoh Banach lattice:
1. Ruang barisan bilangan yang konvergen
ke nol, ditulis dengan notasi c,, dileng-

kapi urutan parsial : x = {x1, X2, ... },
y={y1, Vo ... }e co didefinisikan x <
y jika X, <y, untuk setiap n = 1, 2,

3,.... Ruang barisan ¢y merupakan ruang
Riezs. Selanjutnya, jika didefinisikan
norma pada co , ||X|| = sup |x| untuk
setiap x= {X1, Xz, ... }& Co, maka Co
adalah Banach lattice.

Untuk selanjutnya, norma yang didefi-
nisikan dalam Banach lattice cy selalu

dimaksudkan |[x|| = sup |X.| , untuk
setiap X = {Xq, X2, ... }eCo.

2. Ruang barisan bilangan yang terbatas,

ditulis dengan notasi .., dilengkapi uru-
tan parsial : X = {X, Xz, ... },
y={Vy1, Y2, ... }e |, didefinisikan
X <y jika X, <Yn untuk setiap n=1, 2,
3,.... Ruang barisan I, merupakan ruang
Riezs. Selanjutnya, jika didefinisikan
norma pada l., ||X|| = sup |x.| untuk
setiap X = {X1, Xz, ... }elo, maka I,
adalah Banach lattice.
Untuk selanjutnya, norma yang dide-
finisikan dalam Banach lattice |, selalu
selalu dimaksudkan || ||= sup |Xa| , un-
tuk setiap X = {X1, Xo, .. }€ L.

3. Diberikan C[a, b] ruang vektor fungsi
bernilai real yang didefinisikan pada

[a,b]. Urutan parsial yang didefinisikan
pada C[a, b]: f<g jika f(x) < g(x) untuk
setiap X €[a, b]. C[a, b] yang dilengkapi
urutan parsial demikian merupakan
ruang Riezs. Ruang Riezs C[a, b] men-
jadi Banach lattice jika dilengkapi de-
ngan norma |[|f|]|=sup{|f(x)|, xe[a,b]}
untuk feCla, b].

Diberikan E dan F ruang-ruang Riezs, dan
tranformasi linear T : E — F. Transformasi
linear T : E — F dinamakan homomorfis-

ma lattice jika V X, y e E berlaku
T(xvy)=T(x) vT(y)dan
T(x2y) =T(x) A T(Y),
dengan xv y =sup{x, y}dan
XAy =inf{x, y}.
Diberikan T : E — F transformasi linear,
pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen:
1. T : E = F homomorfisma lattice,
2. |[T(x)|=T(|x|) untuk setiap X €E .
Pembuktian ekuivalensi pernyataan di atas
dapat dilihat di dalam [1] , [5], atau [6].

3. BANACH
MEMUAT cg

Sifat berikut akan digunakan pada
teorema yang dihasilkan. Banach lattice E
dikatakan Levi—c jika untuk setiap barisan
{a. /n=1,2, 3,.} di dalam E* (positive
cone of E) yang naik monoton dan
sup{l an I/ n=1, 2, 3, ... }< o berakibat
sup{an /n=1,2,3,.}<E.

Banach lattice Levi-c tidak bersifat
heriditas. Dalam artian, sub Banach lattice
dari Banach lattice yang bersifat Levi-c
belum tentu bersifat Levi-c juga. Mudah
dibuktikan bahwa c, adalah sub Banach
lattice dari ... Mengingat aksioma keleng-
kapan bilangan real, Banach lattice I,
bersifat Levi-c.

Sedangkan co tidak bersifat Levi-c. Ambil
barisan {xn /n=1, 2,... } = ¢o" dengan

x1={1,0,0, ..}, x,={1,1,0,0, ..},
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x3={1, 1,1, 0, 0, ..},.... Barisan tersebut
naik monoton dan terbatas, tetapi supre-
mumnya tidak termuat di dalam co, yakni

x={1,1,1,1,..}«co.

Diberikan Banach lattice E. Ruang dual E,
ditulis dengan E*, merupakan Banach
lattice yang bersifat Levi-c [4].

Teorema 1. [1]. Banach lattice E memuat
Co jika dan hanya jika terdapat {xn /n =1,
2,... }di dalam E* yang saling asing dan
memenuhi sifat-sifat :
@.0<inf{lxnl/n=12..}

(b). terdapat bilangan M > 0 sedemikian

hingga | El xn | < M untuk setiap n.
p:

Teorema 2. Diberikan Banach lattice E
yang mempunyai sifat Levi-c. Banach
lattice E memuat 1., jika dan hanya jika ter-
dapat barisan {x» /n =1, 2,... } di dalam
E* yang saling asing dan memenunhi sifat-
sifat :

@.0<inf{l x|l /n=1,2...}

(b). terdapat bilangan M > 0 sedemikian

hingga | El Xp | < M untuk setiap n.
p=

Bukti.

Syarat perlu. Banach lattice E
memuat |, Namakan T : |, — E homo-
morfisma lattice, maka terdapat n, m > 0

dan setiap A el berlaku

N A<IITCAII<M[[A]l (3.1)
Dibentuk barisan yang saling asing
{A,/n=1 2.3} c ()" dengan
A:1={1,00 ..} A.={0,1,0,0, ..}
A3={0,0,1,0,..}, ...
Karena T : |, — E homomorfisma lattice
maka {xn=T (AN =1,2, ..} cE" dan
saling asing. Lebih lanjut, mengingat
persamaan (3.1) maka

0<N=NJ An[l<[Xn || dan

| £ % 1=1 3 T(A

=1 T(2 Al
p=1
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<M.l = A,
p=1

=M, untuk setiap n.
Dengan demikian, terdapat barisan
{xn /n=1,2,.}didalam E" yang saling
asing dan memenuhi sifat-sifat :
@.0<inf{l xn | /n=1,2,...}dan
(b). terdapat bilangan M > 0 sedemikian
hingga | pglip | < M, untuk setiap n.

Syarat cukup. Menurut yang
diketahui, terdapat {xn /n =1, 2,... } di
dalam E* yang saling asing dan memenuhi
sifat-sifat :

@).0<inf{l xn | /n=1,2,..}dan
(b). terdapat bilangan M > 0 sedemikian

hingga | Elip | <M untuk setiap n.
p=

Untuk setiap B= {bi, by, ..}e

()", dibentuk { Elbp. Xp/n=12..}
p=

Barisan yang terbentuk bersifat monoton

n _ —
naik dan || 2 bp. xp || < [|B]|.M.
p=1

Hal ini berakibat
sup{]| El bp. Xp |/N=1,2,..}<c0.
p=

Karena E bersifat Levi-c maka Elbp.ip
p=!
termuat di dalam E*.
Khususnya x = ) Xp termuat di dalam E”.
p=!

Berdasarkan uraian sebelumnya,
didefinisikan fungsi S : (I..)* = E* dengan

rumus S(B) = §lbp. Xp untuk setiap
p=:

B={by, by, ..}e (I)".

Fungsi S merupakan fungsi aditif, sehingga
dapat dikonstruksikan fungsi positif

T: 1., — E sedemikian hingga T (a) = S(a)
untuk a e(l,)*.

Selanjutnya  akan  dibuktikan
transformasi T: |, — E merupakan homo-
morfisma lattice. Ambil sebarang
B={by, by, ..} |, maka
|B| = {|bal, |2, ...}, sehingga didapat
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IT(B)| = [T({bs, by, ..})|
= pa|bp|-;p

=T(|B])
atau T : |, — E suatu homomorfisma lat-
tice.
Lebih lanjut, untuk setiap n berlaku

N.fbul < | 2 ol Xpll =11 T (1B

< IBIIZ xpll = M B,

dengan M = || X ||.
Hal ini berakibat
N[ BIl <[ TCIB])I

=T EB)I

=TI

< M| B|| V Bel.
Jadi Banach lattice |, tersisip lattice ke
dalam E. n

Berdasarkan Teorema 1 dan Teorema 2
diperoleh teorema berikut .

Teorema 3. Diberikan E Banach lattice
yang bersifat Levi-c. Banach lattice E
memuat co jika dan hanya jika Banach
lattice E memuat ..

Mengingat E* adalah Banach lattice yang
bersifat Levi-o, dengan menggunakan
Teorema 3 diperoleh pernyataan berikut.

Akibat. Banach lattice E* memuat ¢y jika
dan hanya jika E* memuat |,

4. KESIMPULAN

Banach lattice E* memuat ruang
barisan ¢, jika dan hanya jika E* memuat
ruang barisan ..

Jika Banach lattice E* diganti dengan
Banach lattice E yang bersifat Levi-c, ma-
ka lemma tersebut masih berlaku. Dalam
artian, E memuat ruang barisan ¢, jika dan
hanya jika E memuat ruang barisan I,
asalkan E bersifat Levi-o. Dengan kata
lain, telah dibuktikan suatu teorema yang
lebih umum daripada lemma yang dibuk-
tikan oleh Groenewegen.
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